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3.3 Trennung von Elektronen und Löchern . . . . . . . . . . . . . . . 63
3.3.1 Grenzfall freier Propagation . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
3.3.2 Dynamik mit Streuung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

3.4 Relaxation ins Gleichgewicht . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
3.4.1 Besetzungen und kinetische Energie . . . . . . . . . . . . . 66
3.4.2 Abweichung von thermischer Verteilung . . . . . . . . . . . 68
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Einleitung

Problemstellung

III-V Heterostrukturen

Verbindungshalbleiter auf der Basis von Elementen aus der dritten und fünften
Hauptgruppe (z.B. Aluminium und Gallium mit Arsen, und Stickstoff) spielen in
speziellen Anwengungsgebieten, insbesondere der Telekommunikation, eine ent-
scheidende Rolle:

Mit modernen Herstellungsverfahren wie der Molekularstrahlepitaxie (MBE)
ist es möglich geworden, Strukturen in der Größenordnung einiger Gitterkon-
stanten herzustellen. Da die Bandlücken von III-V Halbleitern stark mit dem
Verhältnis der verwendeten Elemente variieren, können so Bauteile mit ganz neu-
en elektronischen und optischen Eigenschaften hergestellt werden [Bas, Sha].

Durch Einschränkung der Bewegung von Ladungsträgern in eine, zwei oder
alle Richtungen (Quantenfilm, -draht, -punkt) erhält man (quasi-) niederdimen-
sionale Systeme, deren Eigenschaften z.B. in Hochleistungstransistoren (HEMT)
[Reit] oder Halbleiterlasern ausgenutzt werden.

In wissenschaftlicher Hinsicht sind diese Systeme besonders interessant, da
es durch sie möglich geworden ist, quantenmechanische Systeme mit bestimm-
ten Eigenschaften herzustellen und zu untersuchen. Quantenpunkte zum Beispiel
haben Atomen sehr ähnliche Eigenschaften, die aber gezielt angepasst werden
können.

Ladungsträgerdynamik

Die Dynamik von Ladungsträgern in Halbleitern kann mit optischen Methoden
gut untersucht werden [Ha1]. Mit Lasern ist es möglich, Lichtpulse einer Dauer
im Bereich von einigen fs zu realisieren und die in Halbleitern induzierte Dynamik
mit dieser zeitlichen Auflösung zu messen [Sha].

Auf dieser Zeitskala spielt sich nach kohärenter optischer Anregung im Fest-
körper die Dephasierung ab [Loh, Krü, Kru, Ro1, Sha]. Man hofft die ablau-
fenden Prozesse kohärent kontrollieren zu können [Her], eine Voraussetzung für
die Realisierung von Quantengattern [Bou]. Durch Dephasierung bildet sich eine

2



EINLEITUNG 3

Besetzung fern vom thermischen Gleichgewicht, die auf einer Zeitskala von µs
relaxiert bzw. thermalisiert [Mei].

Die Dynamik über drei Größenordnungen der Zeitskala, von weniger als einer
ps bis zu mehr als einer ns, also die Dephasierung nach optischer Anregung und
die anschließende Thermalisierung des Systems wird in der vorliegenden Arbeit
untersucht.

Ein wichtiger Aspekt ist hier die Berücksichtigung von Transportprozessen.
Insbesondere in den letzten Jahren wurde deutlich, dass der Zusammenhang von
Relaxation und Transport nach optischer Anregung interessante Aspekte, von
Musterbildung bis hin zur Bose-Einstein Kondensation von Exzitonen [Bu1, Bu2,
Sno] zu beleuchten vermag. Während in einer, dieser vorausgehenden Arbeit ein
homogenes System untersucht wurde [Si1, Si2], kann das hier präsentierte, erwei-
terte Modell sich in ortsaufgelösten Messungen [Ax1, Gro, Zh1, Zh2, Zh3, Zh4,
Zh5] zeigende Transportphänomene beschreiben.

Wechselwirkungen

Im Festkörper liegt zum einen die Wechselwirkung der Elektronen untereinander
vor, zum anderen die mit den Atomrümpfen des Gitters.

Die Coulomb-Wechselwirkung der Ladungsträger führt im Wesentlichen zu
Korrelationen, wie dem Exziton als Elektron-Loch Paar mit wasserstoffähnlichem
Spektrum [Egr]. Über verschiedene Kopplungsmechanismen wechselwirken Git-
terschwingungen, Phononen, mit den korrelierten Ladungsträgern und bestimmen
die Dynamik des Systems.

In dieser Arbeit werden die durch Coulomb-Wechselwirkung bewirkten Kor-
relationen über die Transformation in eine Paarbasis, die ,,Exzitonbasis”, die Dy-
namik der Phononon- und elastischen Streuung über Streuraten zwischen Paar-
zuständen berücksichtigt [Ax3].

Methodik

Zur Lösung zeitabhängiger Probleme gibt es eine Vielzahl verschiedener Ansätze,
hier wird der Dichtematrixformalismus gewählt [Ro1]. Über die durch die Dyna-
mik bestimmte Entkopplung (DCT) werden hier Korrelationen exakt bis zur zwei-
ten Ordnung im elektrischen Feld modelliert [Ax3]. Die sich ergebenden Bewe-
gungsgleichungen können durch Wignertransformationen auf die wohluntersuchte
Form einer linearen Boltzmanngleichung gebracht werden, für deren numerische
Lösung es sehr effiziente Algorithmen gibt.

Die hier gewählte Methode ist ein modifizierter Ensemble-Monte-Carlo Algo-
rithmus, mit dem insbesondere Streuung mit konstanten Raten und Transport
effizient dargestellt werden können [Ja1, Ja2, Ro2, Wag].



4 EINLEITUNG

Aufbau der Arbeit

Die Gliederung in drei Kapitel trennt allgemeine Betrachtungen von der expli-
ziten Herleitung des numerisch zu behandelnden Modells und der Präsentation
und Diskussion der erzielten Ergebnisse.

In Kapitel 1 werden zunächst allgemeine Grundlagen der Festkörperphysik
dargestellt. Die sich aus dem hergeleiteten Hamiltonoperator ergebenden Bewe-
gungsgleichungen sollen nach dem Konzept des durch die Dynamik bestimmten
Abbruchs geschlossen werden, das im Weiteren aufgezeigt wird.

Im Anschluss werden weitere wichtige Grundlagen gelegt: Eine Charakterisie-
rung des Transports wird anhand von Vereinfachungen der Boltzmanngleichungen
vorgenommen, die bei der Umformulierung der Bewegungsgleichungen wichtige
Wignertransformation wird eingeführt und der zur numerischen Lösung verwen-
dete Ensemble-Monte-Carlo Argorithmus wird erläutert.

Das folgende 2. Kapitel dient der Herleitung und Transformation des nume-
risch zu lösenden Modells. Zunächst werden die für die Dynamik wichtigen Größen
eingeführt und die zugehörigen Bewegungsgleichungen aufgestellt.

Nach Durchführung einer Entwicklung in die erwähnte Paarbasis können hier
die Streuraten berechnet und im Anschluss die Transformationen der Gleichun-
gen auf Boltzmanngestalt erfolgen.

Das in den vorhergehenden Kapiteln aufgestellte Modell erlaubt die numeri-
sche Untersuchung des Ladungsträgersystems. In Kapitel 3 werden diese Ergeb-
nisse präsentiert und mit Experimenten verglichen.

Untersucht werden die räumliche Trennung von Elektronen und Löchern,
die Relaxation der exzitonischen Besetzung ins thermische Gleichgewicht, die
Abhängigkeit von Relaxation und Transport von Anregungsbedingungen und das
Wechselspiel der berücksichtigten Streumechanismen.

Der letzte Teil der Arbeit dient der Charakterisierung des Transports und
dem Vergleich verschiedener Messsignale.



Kapitel 1

Allgemeine Grundlagen

1.1 Überblick

Da in fast allen Lehrbüchern zur theoretischen Festkörperphysik1 der Hamil-
tonoperator des Festkörpers behandelt wird, sollen bei der Aufstellung des Mo-
dells der Hamiltonoperator in 2. Quantisierung2 bezüglich der Blochbasis zugrun-
de gelegt und nur die vorgenommenen Näherungen zitiert werden. Im weiteren
Verlauf wird eine Transformation in die Wannierbasis3 vorgenommen und ins-
besondere die Elektron-Elektron-Wechselwirkung genauer behandelt. Spineffekte
werden von Anfang an unberücksichtigt gelassen4.

Am Ende des Abschnitts 1.2 steht der Hamiltonoperator in 2. Quantisierung
bezüglich der Wannierbasis, wie er z.B. in [Si1] und [Ax3] zu finden ist.

Die Kopplung an die Phononen wird in Abschnitt 1.3 genauer betrachtet. Wie
üblich wird eine Parametrisierung der Kopplungskonstanten anhand phämenolo-
gischer Überlegungen vorgenommen [Mah].

Ein Quantendrahtmodell wird in Abschnitt 1.4 eingeführt, zunächst in Nähe-
rung eines idealen Drahtes, dann mit Erweiterung auf Streuung an Grenzflächen-
rauhigkeit [And].

Die zum in dieser Arbeit untersuchten Modell gehörigen Bewegungsgleichun-
gen werden in Kapitel 2 hergeleitet, in Abschnitt 1.5 wird die theoretische Vor-
arbeit geleistet: Das verwendete Schema des durch die Dynamik kontrollierten
Abbruchs wird dargelegt [Ax2].

Auf der Charakterisierung des Transports von elementaren Anregungen und
Ladungsträgern liegt ein Augenmerk der hier dargestellten Untersuchungen. Ab-
schnitt 3.7 führt das Konzept von diffusivem und ballistischem Transport anhand
traditioneller Definitionen und der Boltzmanngleichung ein [Ku1].

1Solche Lehrbücher sind z.B. [Czy, Hak].
2Zur 2. Quantisierung siehe z.B. [St2].
3Siehe [Czy, Hak, Kit].
4Da der Spin nicht weiter wichtig sein wird, werden dazugehörige Indizes weglassen.
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6 KAPITEL 1. ALLGEMEINE GRUNDLAGEN

Das Konzept der Wignerdarstellung [Wig], eingeführt in Abschnitt 1.7, stellt
ein in den hier präsentierten Betrachtungen wichtiges Konzept dar, sowohl in
theoretischer als auch in praktischer Hinsicht: Es erlaubt die anschauliche Inter-
pretation berechneter Größen und macht diese einer effizienten Behandlung mit
Ensemble-Monte-Carlo Methoden (Abschnitt 1.8) zugänglich.

1.2 Modell des Volumenhalbleiters

1.2.1 Der Hamiltonoperator in Blochdarstellung

Entkopplung von Elektron- und Atomrumpfdynamik

In der Born-Oppenheimer Näherung, in der man die Bewegung von Elektronen
und Kernen (bzw. Atomrümpfen und Valenzelektronen) als entkoppelt annimmt,
kann man den Festkörper-Hamiltonoperator in den elektronischen HEl und den
Anteil der Atomrümpfe HPh zerlegen:

H = HEl +HPh. (1.1)

Die Atomrümpfe ordnen sich bei einer Temperatur von null Kelvin im ef-
fektiven Potential in einem periodischen Gitter an. Geht man davon aus, dass
Auslenkungen aus den Ruhelagen klein sind, dass also z.B. die Temperatur nicht
zu groß ist, kann man die harmonische Näherung vornehmen5. Man erhält

HPh =
∑
l,�q

�ωl(�q)b†l,�qbl,�q (1.2)

mit

Definition 1. Phononen

• �ωl(�q) ist die Phononenergie,
abhängig von Phonon -zweig (l) und -wellenvektor (�q).

• b†l,�q und bl,�q seien die phononischen Auf- und Absteigeoperatoren.
Sie gehorchen den Boson-Kommutatorrelationen, weshalb im thermischen
Gleichgewicht die Teilchendichte der Bose-Einstein-Verteilung entspricht6:

〈nPh
l,�q 〉 = 〈b†l,�qbl,�q〉 =

1

e
�ωl(�q)

kBT − 1
(1.3)

5Anharmonische Effekte werden z.B. in [Krü] behandelt.
6Zur statistischen Physik siehe [St2] oder [Ku1].
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In der Näherung effektiver Massen
wird angenommen, die Energie sei
quadratisch in �k. In der Nähe des
Γ-Punktes ist diese Näherung gut;
dort verhalten sich die Elektronen
wie freie Teilchen mit einer Mas-
se m∗. Sollen große Felder oder
hohe Ladungsträgerdichten beschrie-
ben werden, sind auch Zustände mit
großen �k besetzt und die Abweich-
ung der Bänder von der paraboli-
schen Form wird wichtig. GaAs ist
ein direkter Halbleiter, die Maxima
der Valenzbänder und Minima der Lei-
tungsbänder liegen im Γ-Punkt über-
einander.

Abbildung 1.1: Bandschema von GaAs. Aus [Vur].

Den, das elektronische System bestimmenden, Operator HEl kann man zer-
legen in einen Anteil, der die Bewegung im gitterperiodischen Rumpfpotential
beschreibt (HGitter

El ) und den Anteil der Coulomb-Wechselwirkung der Elektro-
nen untereinander (HWW

El ).

Da HGitter
El mit den Translationsoperatoren T�R um Gittervektoren �R vertauscht,

können gemeinsame Eigenfunktionen zu HGitter
El und den T�R gefunden werden7.

Diese sogenannten Blochfunktionen lassen sich schreiben als

〈�r |n,�k〉 ≡ Ψn,�k(�r) = 1√
V

ei
�k�run,�k(�r), (1.4)

wobei un,�k(�r) gitterperiodisch ist. Nimmt man die Näherung effektiver Massen
vor, so findet man

HGitter
El =

∑
j,�k

εj(�k)a†
j,�k

aj,�k (1.5)

mit

7Zu Symetrieoperationen siehe [St1].
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Definition 2. Blochbild

• εj(�k) = Ej + �
2�k2

2m∗
j
, Energie in Näherung effektiver Masse. Der Festkörper

wird als isotrop angenommen.

• a†
j,�k

, aj,�k seien Erzeuger und Vernichter von Elektronen im Blochzustand

|j,�k〉. Sie gehorchen den Fermion-Antikommutatorrelationen.

Die �k-Abhängigkeit der Blockfaktoren uj,�k(�r) wird durch die Näherung ef-
fektiver Massen vernachlässigt [Hak], im Weiteren tragen also die Blochfaktoren
keine solchen Indizes. Das exakte Bandschema von GaAs ist in Abbildung 1.1 zu
sehen. In der Nähe des Γ-Punktes, also bei kleinen Wellenvektoren �k, wird die
Dispersion gut in Näherung effektiver Massen wiedergegeben.

Eine genauere Betrachtung des Coulombanteils HWW
El folgt in Kap. 1.2.3 .

Elektron-Phonon-Wechselwirkung

Will man nun über eine völlige Entkopplung der Dynamik von Elektronen und
Rümpfen hinausgehen, so bietet sich an, die Wechselwirkung, beschrieben durch
ein Potential VElPh, in linearer Ordnung der Rumpfauslenkungen zu berücksich-
tigen [Mah], die man durch die Phononoperatoren bl,�q und b†l,�q ausdrücken kann.
Als neuen Summanden im Hamiltonoperator erhält man den Term

HWW
ElPh =

∑
�k,j;�q, �G,l

MPh
�k,j;�q+ �G,l

(bl,�q + b†l,−�q)a
†
j,�k+�q+ �G

aj,�k . (1.6)

Phononenergien liegen im Bereich von wenigen 10 meV. Da die elektronischen
Bänder8 um rund 1,5 eV getrennt sind, so kann, wie in (1.6) angesetzt, ein pho-
noninduzierter Übergang zwischen elektronischen Bändern ausgeschlossen werden
(nur Intrabandterme). Weiter werden Umklappprozesse vernachlässigt, d.h. nur

Normalprozesse, Summanden in (1.6) mit �G = 0, werden berücksichtigt9. Die
Matrixelemente MPh

�k,j;�q+ �G,l
sind formal mikroskopisch definiert, sie werden aber

üblicherweise phänomenologisch bestimmt10. Mit dem in den Auslenkungen der
Rümpfe linearisierten Wechselwirkungspotential VElPh ist die formale Definition
der Kopplungskonstanten in Näherung effektiver Massen∑

l

MPh
�k,j;�q,l

(bl,�q + b†l,−�q) ≡ 〈j,�k + �q |VElPh|j,�k〉

= 1
V

∫
d3r ei�q�ru∗

j(�r) VElPh uj(�r)

≡
∑
l,�q

MPh
j;�q,l(bl,�q + b†l,−�q) , (1.7)

8Betrachtet werden später das GaAs ΓL
6 und Γ

V
8 hh Band.

9Zur Motivation dieser Näherung siehe auch [Dev], [Krü] und [Kru].
10Zur Bestimmung siehe Abschnitt 1.3.
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also unabhängig von �k.

Wirkung einer kohärenten Lichtquelle

Die spontane Emission von Photonen ist ein Beispiel für Effekte, die nur durch
Quantisierung des elektromagnetischen Feldes verstanden werden können. Wer-
den solche Effekte vernachlässigt, so kann die Wechselwirkung mit dem elektro-
magnetischen Feld semiklassisch beschrieben werden [Hak]. Erfolgt die Anregung
durch einen Laser, also eine äußerst kohärente Lichtquelle, so ist diese Nähe-
rung gerechtfertigt. Rechnet man korrekt mit einem quantisierten Lichtfeld, wie
F. Rossi in [Ro1] beschreibt, entspricht der semiklassische Term gerade der er-
sten Ordnung einer Korrelationsentwicklung nach Erzeugern und Vernichtern von
Photonen.
Für ein elektrisches Feld

�E0(�r) cos(�kL�r − ωLt)

findet man, wie beschrieben in [Coh], den entsprechenden semiklassischen Teil
des Hamiltonoperators

HLaser
El = −e

∑
El.i

�ri · �E0(�ri) cos(ωLt) (1.8)

= −
∑

j,�k;j′,�k′

〈j,�k | �E0(�r) e�r |j′, k′〉 cos(ωLt)
(
1− δjj′

)
a†
j,�k

aj′,�k′ .

Als Näherung wurde die Dipolnäherung durchgeführt, in der angenommen wird,
dass die Wellenlänge des Lichts (≈ 5·10−7m) groß gegen die typischen Abmessun-
gen im Festkörper (Größe einer Einheitszelle≈ 10−10 m) ist. Die Ortsabhängigkeit

von �E0(�r) sei langsam im Vergleich zur Wellenlänge. Verwendet man Licht, für
das �ω im Bereich von einem eV liegt, also im Bereich der Bandlücke, so liefern
Interbandübergänge den wichtigsten Anteil zu (1.8). Intrabandübergänge können
vernachlässigt werden11. Die allgemein durchgeführte rotating wave Approxima-
tion (RWA) wird an späterer Stelle ausgenutzt.

1.2.2 Transformation auf Wannierbasis

Es wird sich als sinnvoll erweisen, vom Blochbild zum Wannierbild zu wechseln.
Insbesondere vereinfacht sich dadurch die Betrachtung der Coulomb-Wechsel-
wirkung der Elektronen untereinander (siehe Kap. 1.2.3), das allerdings zu dem
Preis, dass im Wannierbild HGitter

El nicht mehr diagonal ist. Definiert sind die
Wannierzustände als Linearkombination von Blochzuständen:

11Intrabandübergänge werden durch den Faktor (1− δjj′) ausgeschlossen.



10 KAPITEL 1. ALLGEMEINE GRUNDLAGEN

Definition 3. Wannierbild

• Wannierzustände |n, �R〉

|n, �R〉 ≡ 1√
N

∑
�k′

e−i�k′ �R|n,�k′〉

〈�r |n, �R〉 ≡ wn,�R(�r) = wn(�r − �R) =
1√
N

∑
�k′

e−i�k′ �RΨn,�k

=
1√
V N

∑
�k′

ei
�k′(�r−�R)un(�r)

• c†
j, �R

, cj, �R seien Erzeuger und Vernichter von Elektronen im Wannierzustand

|j, �R〉. Sie gehorchen den Fermion-Antikommutatorrelationen.

Wie H. Haken in [Hak] zeigt, sind die Wannierfunktionen auf Elementarzellen

am Ort �R lokalisiert, was im Weiteren noch ausgenutzt werden wird. Aus der
Definition der Wannierzustände folgen direkt die Transformationsvorschriften für
die Vernichtungsoperatoren an,�k und cn,�k, bzw. durch hermitesche Konjugation

auch für die Erzeugungsoperatoren a†
n,�k

und c†
n,�k

:

cn,�R =
∑
�k

〈n, �R |n,�k〉an,�k

=
1√
N

∑
�k

ei
�k �Ran,�k, (1.9)

|n,�k〉 =
1√
N

∑
�R

ei
�k �R|n, �R〉

und damit an,�k =
1√
N

∑
�k

e−i�k �Rcn,�R. (1.10)

Mit den Transformationsvorschriften (1.9) und (1.10), sowie

Definition 4. Matrixelemente �MD
j,j′, T j

�R
und γj

�R;�q,l

�MD
j,j′ ≡ 1

VEZ

∫
VEZ

d3r u∗
j e�r uj′

T j
�R
≡

(
Ej −

�
2

2m∗
j

��R

)
γj
�R;�q,l

≡ ei�q
�RMPh

j;�q,l

können nun die in Abschnitt 1.2.1 eingeführten Teile des Hamiltonoperators auf
die Wannieroperatoren umgeschrieben werden:
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• HGitter
El : Dynamik quasifreier Elektronen im Gitter

HGitter
El =

∑
j,�k

εj(�k)a†
j,�k

aj,�k

=
∑
j, �R, �R′

{∑
�k

1

N

(
Ej +

��k2

2m∗
j

)
ei
�k(�R−�R′)

}
c†
j, �R

cj, �R′

=
∑
j, �R

(
Ej −

�
2

2m∗
j

��R

)
︸ ︷︷ ︸

T j
�R

c†
j, �R

cj, �R (1.11)

Der Laplaceoperator ��R trägt nur einen Index, ist aber nicht diagonal in
�R12.

• HLaser
El : kohärente Lichtquelle

HLaser
El = −

∑
j, �R;j′, �R′

〈j, �R | �E0(�r) e�r |j′, R′〉 cos(ωLt)
(
1−δjj′

)
cos(ωLt) c†

j, �R
cj′, �R′ ,

mit Def. 4 kann dieser Ausdruck vereinfacht werden zu13

HLaser
El = −

∑
j �=j′, �R

�E0(�R) cos(ωLt)︸ ︷︷ ︸
�E(�R,t)

�MD
j,j′ c†

j, �R
cj′, �R . (1.12)

• HWW
ElPh: Elektron-Phonon-Wechselwirkung

HWW
ElPh =

∑
�k,j;�q,l

MPh
j;�q,l(bl,�q + b†l,−�q)a

†
j,�k+�q

aj,�k

=
∑
�R,j;�q,l

γj
�R;�q,l

(bl,�q + b†l,−�q)c
†
j, �R

cj, �R (1.13)

1.2.3 Das Wannierexziton

Charakterisierung des Wannierexzitons

Die Coulombwechselwirkung zwischen Elektronen im Leitungsband und Löchern
im Valenzband führt zu ,,Bindungszuständen mit einem wasserstoffähnlichen

12Der bei der Definition von T j
�R
eingeführte Laplaceoperator ist strenggenommen auf der

diskreten Menge der Gittervektoren nicht definiert, diese wird aber ohnehin als kontinuierlich
angenommen werden.

13Es gilt 〈j, �R | �E0(�r) e�r |j′, R′〉 ≈ �E0(�R)〈j, �R |e�r |j′, R′〉 = δ�R�R′
�E0(�R) �MD

j,j′ , weil sich lt.
Voraussetzung das Feld innerhalb einer Einheitszelle nicht merklich ändern soll.
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Spektrum” [Hak]. Elektronen und Löcher in diesen Zuständen nennt man Ex-
zitonen. Diese Quasiteilchen teilt man grob auf in Frenkel- und Wannierexzito-
nen, die im einen durch starke und im anderen Fall durch schwache Bindung
charakterisiert sind. In dem in dieser Arbeit betrachteten GaAs sind Exzitonen
charakterisiert durch kleine Bindungsenergie und großen Bohrradius14 [Egr]; es
handelt sich also um Wannierexzitonen.

Vereinfachungen in HWW
El

Nach den Regeln der zweiten Quantisierung kann man den Anteil der Coulomb-
wechselwirkung im Hamiltonoperator mit den Matrixelementen

V lnmr
λµνρ ≡ 〈l, �Rλ

1|〈m, �Rµ
2|
{

e2

4πε0|�r1 − �r2|

}
|n, �Rν

2〉|r, �Rρ
1〉 (1.14)

=

∫
d3r

∫
d3r′ w∗

l (�r − �Rλ)w
∗
m(�r′ − �Rµ)

e2

4πε0|�r − �r′|wn(�r′ − �Rν)wr(�r − �Rρ)

schreiben als

HWW
El =

1

2

Bänder∑
lnmr

Orte∑
λµνρ

V lnmr
λµνρ c†l,λc

†
m,µcn,νcr,ρ . (1.15)

Die Coulombwechselwirkung der Elektronen untereinander führt zu einer Vielzahl
von Effekten, die man nicht alle zugleich wird berücksichtigt können. Deshalb wer-
den nun im Folgenden einige Näherungen vorgenommen, wie sie in [Egr] diskutiert
werden. Bei der Diskussion reicht es, sich auf ein Valenz- und ein Leitungsband zu
beschränken, da in dieser Arbeit ohnehin ein solches Zweibandmodell behandelt
werden soll. Es sind also die Bandindizes auf die Menge {L, V } eingeschränkt.
Im Zweibandfall ergeben sich für V lnmr

λµνρ 16 verschiedene Kombinationen von
Bändern. Die zwei Kombinationen mit vier gleichen Indizes beschreiben Intra-
bandeffekte und sollen nicht weiter berücksichtigt werden, da sie bei kleinen Be-
setzungen des Leitungsbands ohnehin nicht wichtig sind. Acht weitere Terme ent-
halten je drei gleiche Bandindizes. Sie beschreiben lt. Egri Coulombabschirmung
und Polaronen. Die Abschirmung wird berücksichtigt, indem in den Matrixele-
menten V LV V L

λµνρ und V V LLV
λµνρ ε0 durch ε∞ ersetzt wird.

Weiter wird ausgenutzt, dass die Wannierfunktionen näherungsweise auf etwa ei-
ne Elementarzelle lokalisiert sind (siehe [Hak]), was dazu führt, dass mit (1.14)
gilt

V lnmr
λµνρ = δλρδνµV lnmr

λµνρ

und damit in (1.15) nur Terme bleiben, bei denen λ = ρ und ν = µ ist.

Die auftretenden Größen ew∗
l (�r − �Rλ)wr(�r − �Rρ) und ew∗

m(�r′ − �Rµ)wn(�r′ − �Rν)

14Verglichen mit der Größe einer Einheitszelle a und der Bandlücke, d.h. EB � EBandlücke
und aB � a.
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kann man nun als Ladungsdichten auffassen und für µ �= λ eine Multipolentwich-
klung von V lnmr

λµµλ vornehmen. Terme mit µ = λ kommen ohne Berücksichtigung
des Spins nicht vor und werden weiter nicht berücksichtigt. Wegen der Orthogo-
nalität der Wannierfunktionen fallen Monopolterme weg, wenn nicht l = r und
m = n gilt.

Wannierexzitonen sind charakterisiert durch große Bohrradien, weshalb nur
Monopolterme berücksichtigt werden müssen. So ergibt sich für die Matrixele-
mente der Coulombwechselwirkung letztendlich

V lmnr
λµνρ = δlrδmnδλρδµν(1− δλµ)

e2

4πε∞|�Rλ − �Rµ|︸ ︷︷ ︸
Vλµ

(1.16)

und damit für den Operator HWW
El

HWW
El = 1

2

Bänder∑
lm

Orte∑
λ�=µ

Vλµc†l,λc
†
m,µcm,µcl,λ . (1.17)

Weitere Näherungen

Die Voraussetzung eines großen Bohrradius hatte im letzten Abschnitt die Ver-
nachlässigung aller über die Monopolterme hinausgehenden Beiträge zur Kon-
sequenz. Eine weitere Konsequenz ist die, dass die Näherung effektiver Massen
sinnvoll bleibt15, da bei der Entwicklung der ausgedehnten Wellenfunktionen nur
Blockzustände mit kleinen �k beitragen. Zudem bietet es sich an, die diskreten
Gitterorte �R durch ein Kontinuum anzunähern, was schon mit (1.11) angespro-
chen wurde. Schließlich wurde der Unterschied der dielektrischen Konstanten von
GaAs und AlAs vernachlässigt [Bán], die zur Herstellung der Heterostruktur die-
nen sollen (siehe 1.4).

1.3 Elektron-Phonon-Kopplung

1.3.1 Phononisches System und Parametrisierung

In Abschnitt 1.2 wurden die Anteile HPh (1.2) und HWW
ElPh (1.6) des Hamilton-

operators eingeführt. Die Dispersionsrelationen ωL(�q), dargestellt in Abb. 1.2,
werden in dieser Arbeit in grober Näherung behandelt: Wie üblich wird für aku-
stische Zweige eine lineare Dispersion angesetzt, außerdem wird nur ein optischer
Zweig mit konstanter Energie ωLO berücksichtigt [Czy, St2]. Zwischen longitudi-
nalen und transversalen Moden wird durch verschiedene Schallgeschwindigkeiten
cl und ct unterschieden.

15Hier siehe wieder [Egr], woraus die Diskussion in diesem Abschnitt entlehnt ist.
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Die dargestellten Phononmoden von
GaAs werden nur näherungsweise be-
handelt. Es werden nur ein optischer
Zweig (LO) mit konstanter Energie
ωLO und drei akustische Zweige (ein
longitudinaler und zwei transversa-
le) mit linearer Dispersion angesetzt.
Anisotropien werden vernachlässigt.

Abbildung 1.2: Phononische Dispersionsrelationen von GaAs. Aus [Lan].

Das phononische System soll in dieser Arbeit nur in thermischer Besetzung
durch Wechselwirkung mit Ladungsträgern eingehen. Die Wechselwirkung mit
Phononen großer Wellenvektoren ist schwächer, als mit Phononen nahe des Γ-
Punktes [Si1]. Obwohl also bei großen Temperaturen auch Phononenmoden großer
Wellenvektoren angeregt sein mögen16, wird sich die Abweichung von der ange-
nommenen, stark vereinfachten, Dispersion kaum bemerkbar machen.

Die Kopplungskonstanten MPh
j;�q,l (1.7) der Elektron-Phonon-Wechselwirkung

können prinzipiell mikroskopisch berechnet werden, wie zum Beispiel in [Shu] be-
schrieben. In Fällen aber, in denen nur Phononen langer Wellenlängen wichtig
sind, werden laut Mahan17 diese Matrixelemente parametrisiert. Bei dieser Para-
metrisierung werden Matrixelemente semiklassisch durch messbare Größen aus-
gedrückt und bekannten Effekten zugeordnet. Hier wird jeweils so vorgegangen,
dass die Auslenkungen der Atomrümpfe aus den Ruhelagen in erster Ordnung
berücksichtigt und durch Phononoperatoren ausgedrückt werden. Die verschiede-
nen Kopplungsarten werden in den folgenden Abschnitten kurz angedeutet und
die parametrisierten Matrixelemente zitiert.

1.3.2 Kopplung durch das Deformationspotential

Als Deformationspotential wird die Änderung der Energie εj(�k) (Def. 2) mit der
Volumenänderung des Kristalls bezeichnet [Kit]. Die Deformationspotentialkon-

stante Dj bezeichnet die Änderung der Bandenergie εj(�k) mit Druck und kann
durch Messung der Bandenergien bei verschiedenen Drücken bestimmt werden
[Mah]. Laut Mahan gilt

MPh
DP,j,�q = Dj

√
�

V2ρω(�q, LA)
|�q|. (1.18)

16Siehe dazu Abb. 1.2 bei kB · 300 K≈ 25 meV =̂ 6,25 THz.
17Der Abschnitt zur Parametrisierung der Elektron-Phonon-Kopplung basiert auf [Mah], eine

Beschreibung findet sich auch in [Uml].
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Die Dichte ρ von GaAs ist bekannt, das Normierungsvolumen V des Kristalls geht
in das Modell letztlich nicht ein.
Nur longitudinale akustische Moden (LA) koppeln über das Deformationspoten-
tial an die Ladungsträger.

1.3.3 Kopplung durch piezoelektrische Effekte

GaAs ist als III-V Halbleiter schwach piezoelektrisch. Erfahren piezoelektrische
Festkörper eine Verzerrung, so bilden sich elektrische Felder [Kit]. In erster Nähe-

rung gilt laut [Uml] für die so erzeugte Polarisation �PPZ

�PPZ = E · S .

S bezeichnet den Verspannungstensor, der piezoelektrische Tensor E hat bei GaAs
(Zinkblendestuktur) nur eine unabhängige Komponente, e14 genannt.

Mahan führt eine Funktion Mλ(q̂) ein und schreibt die Kopplungskonstanten
als

MPh
PE,λ,j,�q = i

√
�

V2ρω(�q, λ)
Mλ(q̂) , (1.19)

wobei der Index λ für die longitudinale (LA) oder zwei transversalen (TA) aku-
stischen Moden steht. Die durch Mλ(q̂) berücksichtigte Anisotropie der Wech-
selwirkung soll in dieser Arbeit nicht weiter eingehen, es wird über die Winkel
gemittelt.

Die Winkelabhängigkeit wird in [Uml] beschrieben, durch Mittelung erhalten
Siantidis [Si1] und Krummheuer [Kru]

Mλ(q̂) =
2e14e

εsε0




√
3
35

für λ = LA√
2
35

für λ = TA .
(1.20)

1.3.4 Kopplung an optische Phononen

Anders als bei akustischen schwingen bei optischen Phononmoden die verschie-
denartigen Atomrümpfe auch im Grenzfall verschwindender Wellenvektoren nicht
in gleicher Phase [Krü]. Im Grenzfall ionischer Bindung sind die Ionen verschieden
geladen und erzeugen durch solche Schwingungen eine Polarisation.

Die Kopplungkonstanten der Wechselwirkung von Elektronen mit solchen op-
tischen Phononen18 können ausgedrückt werden durch die Dielektrizitätskonstan-
ten bei großen (ε∞) und kleinen Frequenzen (εs):

MPh
LO,j,�q =

√√√√2πe2�ωLO

(
1
ε∞
− 1

εs

)
V

1

|�q| (1.21)

18Die Wechselwirkung wird u.A. in den Lehrbüchern [Hak] und [Mah] beschrieben.



16 KAPITEL 1. ALLGEMEINE GRUNDLAGEN

1.4 Modell des Quantendrahtes

1.4.1 Halbleiterheterostrukturen in Enveloppe-Näherung

Durch Methoden wie Molekularstrahlepitaxie (MBE) ist es möglich geworden,
Strukturen in Größenordnungen von wenigen Nanometern herzustellen19. In Quan-
tenpunkten zum Beispiel sind Elektronen auf einen sehr kleinen Raumbereich
eingeschränkt und befinden sich wie in Atomen in diskreten Energiezuständen.
Quantenfilme schränken die Bewegung nur in einer Raumrichtung ein, Quan-
tendrähte in zwei Richtungen. In den Richtungen, in die die Bewegung einge-
schränkt ist, können sich Elektronen bei kleinen Energien wieder nur in diskreten
Zuständen befinden, so dass man schließlich von einem zwei- beziehungsweise ein-
dimensionalen System spricht.
Bei der Modellierung solcher Strukturen stellt sich das Problem, dass hier streng-
genommen nicht wie für Volumenkristalle eine Gitterstruktur vorausgesetzt wer-
den kann. Es kann also weder das Blochtheorem verwendet, noch die Phonondi-
spersion von Volumenkristallen übernommen werden. Um dennoch Heterostruk-
turen für Simulationen zugänglich zu machen, müssen einige Näherungen vor-
genommen werden, die unter den Begriff Enveloppe-Näherung fallen [Bas]. Sie
führen im Endeffekt dazu, dass elektronische Wellenfunktionen die des Volumen-
halbleiters sind, ergänzt um einen Faktor, die Enveloppe-Funktion, der den Ein-
fluss der Struktur beschreibt:
Wenn sich die Gitterstrukturen der verwendeten Materialien nicht stark unter-
scheiden, so kann man annehmen, dass sich die Dynamik der Atomrümpfe nicht
stark von der des Substrats unterscheidet und verwendet also auch in der Struk-
tur den Phonon-Hamiltonoperator eines Volumenkristalls. Nimmt man weiter an,
dass die Strukturen räumlich sehr viel größer sind als die Gitterkonstanten, so
wird man in Teilbereichen eines Materials für die elektronischen Zustände wieder
die des entsprechenden Volumenfestkörpers ansetzen können. In Näherung effek-
tiver Massen heißt das, dass sich die Energie der Elektronen schreiben lässt als

εj(�k) = Ej(Material) + �
2�k2

2m∗
j (Material)

, dass sich also nur die Energien Ej(Material)

und die effektiven Massen je nach Material unterscheiden.
In dieser Arbeit wird ein Quantendraht aus AlAs/GaAs untersucht. Es liegen
sowohl GaAs wie auch AlAs in Zinkblendestruktur vor und haben ähnliche Git-
terkonstanten20, doch unterscheiden sich die Bandlücken21 um rund 1,5 eV (siehe
Abb. 1.3).

19Zur Herstellung solcher Strukturen siehe [Reit].
20Die Abweichung beträgt bei 300K rund 0,79 %. Diese und viele andere Materialparameter

finden sich in [Vur].
21Es ist hier die Rede von der Energiedifferenz zwischen den Punkten ΓL

6 und Γ
V
8 .
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Die Bandlücken von AlAs und GaAs
unterscheiden sich stark, die Gitter-
konstanten nur wenig. Mittels MBE
können Heterostrukturen aus die-
sen Materialien besonders gut herge-
stellt werden, da aufgrund sehr ähn-
licher Gitterkonstanten kaum Wachs-
tumsstörungen auftreten. Der Unter-
schied in den Bandlücken beträgt
rund 1,5 eV.

Abbildung 1.3: Bandlücke am Γ-Punkt und Gitterkonstante für verschiedene III-V
Legierungen. Aus [Vur].

1.4.2 Quantendrähte

Herstellung

Ein Quantendraht ist eine Heterostruktur, in der die Bewegung der Elektronen
in zwei Raumrichtungen eingeschränkt ist. Eine mögliche Realisierung ist ein in
AlAs eingefügter Draht aus GaAs auf einem GaAs-Substrat, wie er in dieser Ar-
beit beschrieben werden soll. Typischerweise werden Quantenfilme lithographisch
weiterverarbeitet oder es wird selbstorganisiertes Wachstum von Drahtstruktu-
ren ausgenutzt [Wu, Nit]. Eine Kombination aus beiden Varianten wird in [Cro]
beschrieben, Abb. 1.4 zeigt Aufnahmen des hergestellten Quantendrahtes.

Idealer Quantendraht

Laut [Vur] beträgt die Differenz der Bandlücken von AlAs und GaAs 1,580 eV.
Beim idealen Quantendraht vernachlässigt man ein Eindringen der Elektronen in
das umschließende Material, setzt also in (1.5) Ej(AlAs) unendlich. Störungen
an Grenzflächen zwischen den verschiedenen Materialien werden vernachlässigt.
In Enveloppe-Näherung ist damit für einen runden idealen Quantendraht mit
Radius D entlang der z-Achse

HGitter
El → HDraht

El =
∑
j, �R

T j
�R
c†
j, �R

cj, �R′

mit

T j
�R

=

{
Ej(GaAs)− �

2

2m∗
j
��R für

√
R2

x + R2
y ≤ D

∞ sonst
. (1.22)
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In einem in [Cro] beschriebenen li-
thographischen Prozess wird eine
V-förmige Struktur in ein GaAs-
Substrat geätzt. Im weiteren Wachs-
tumsprozess werden auf diese Struk-
tur eine Schicht Al0,33Ga0,67As, eine
Schicht GaAs und eine abschließende
Schicht Al0,33Ga0,67As aufgebracht.
Im unteren Bereich der V-Struktur
bildet sich durch selbstorganisiertes
Wachstum ein GaAs Quantendraht.
Die obere Abbildung zeigt eine
Elektronenmikroskop-Aufnahme des
Drahtes im Querschnitt, in der unte-
ren Abbildung sieht man in Aufsicht
ein Lumineszenz-Signal des Quan-
tendrahtes, aufgenommen nach An-
regung mit einem Laser.

Abbildung 1.4: Aufnahmen eines Quantendrahtes. Aus [Cro].

Die Enveloppe im idealen Quantendraht

Die letzten zwei Anteile von22

T j
�R

= − �
2

2m∗
j

�R‖ +

{
Ej(GaAs)− �

2

2m∗
j
��R⊥

für
√

R2
x + R2

y ≤ D

∞ sonst︸ ︷︷ ︸
T j

�R⊥

beschreiben die Form des Quantendrahtes. Unter den in Abschnitt 1.4.1 ein-
geführten Enveloppe-Funktionen versteht man die Lösungen uj(�R⊥)23 der Eigen-
wertgleichung

T j
�R⊥

uj(�R⊥) =
{
EEnv

j + Ej(GaAs)
}

uj(�R⊥)

⇔{ (
− �

2

2m∗
j
��R⊥

)
uj(�R⊥) = EEnv

j uj(�R⊥)

uj(�R⊥) = 0 für
√

R2
x + R2

y ≥ D

}
, (1.23)

22��R⊥
≡ ∂2

x + ∂2
y , �R‖ ≡ ∂2

z
23Es wird die gleiche Bezeichnung wie für die Blochfunktionen gewählt, da eine Verwechselung

ausgeschlossen werden kann.
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die analytisch bestimmt werden können. Gleichung (1.23) ist verwandt mit der
Besselschen Differentialgleichung. Nach Transformation auf Zylinderkoordinaten
und Produktansatz bezüglich R⊥ und φ erhält man als Lösungen die Besselfunk-
tionen Jn mit Phasenfaktoren24:

uni
j (�R⊥) =

einφ

Nni

Jn

(αni

D
R⊥

)
(1.24)

mit den Eigenwerten

Eni
j =

�
2

2m∗
j

(αniD)2 . (1.25)

Die Indizierung wird hier wie in [Abr, Si1] festgelegt. Jn ist die n. Besselfunktion,

αni ihre i. Nullstelle. Mit der angegebenen Normierung bilden die uj(�R⊥) ein

vollständiges Normalsystem bezüglich �R⊥.
Wie in [Si1] untersucht wurde, ist die Grundzustandsenergie E01

j bei dem im
Weiteren betrachteten Quantendraht deutlich kleiner als alle übrigen, so dass
davon ausgegangen werden kann, dass angeregte Drahtmoden nicht besetzt sein
werden. Es wird also weiterhin nur die Grundmode (n=0, i=1) berücksichtigt.

1.4.3 Grenzflächenstörungen

Die Näherung eines idealen Quantendrahtes geht von einer idealen Grenzfläche
zwischen den verwandten Materialien aus. Grenzflächenrauhigkeiten führen aber
zu einer Streuung von Ladungsträgern, wie sie z.B. in [Pen, Zim] untersucht wur-
de und auch in dieser Arbeit berücksichtigt werden soll.
Benutzt wird hier ein einfaches Modell zur Beschreibung dieser, unter dem Na-
men Interface Roughness (IR) bekannten, Grenzflächenrauhigkeit, wie es in [And]
vorgestellt und auch in anderen Arbeiten25 verwendet wurde.
Man geht davon aus, dass die Dicke des Drahtes nicht konstant ist, sondern in
Richtung parallel zum Draht (R‖) schwankt. Für die Dickeschwankungen ∆(R‖)
werden im allgemeinen eine gaußförmige Korrelation und ein verschwindender
Mittelwert angesetzt. In dieser Arbeit geht es nicht primär um durch Unordnung
verursachte Effekte, so dass eine noch einfachere, eine δ-förmige Korrelation, ver-

24Eine ausführliche Herleitung findet sich in [Ha1, Si1], die Besselfunktionen und ihre Eigen-
schaften werden eingehend in [Abr] beschrieben.

25In [Goo] findet sich eine experimentelle Überprüfung der bei [And] gemachten Annahmen,
in [Bri, Thr, Zim] finden sich theoretische Untersuchungen zur Dephasierung aufgrund der
Grenzflächenrauhigkeit, in [Pen] zur Mobilität von Elektronen in Quantenfilmen.
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wendet wird:

D(R‖) = D + ∆(R‖) (1.26a)∫
dR′

‖ ∆(R′
‖) = 0 (1.26b)∫

dR′
‖ ∆(R′

‖)∆(R′
‖ −R‖) ∝ δ(R‖) (1.26c)

Aufgrund von Dickeschwankungen variieren die Eigenenergien der Drahtmoden
Eni
j aus (1.25) entlang des Drahtes und es ergibt sich in erster Näherung

δEni
j (R‖) =

dEni
j

dD
∆(R‖) . (1.27)

Falls nur die Grundmode besetzt ist26 kann man Streuung an der Grenzflächen-
rauhigkeit durch den Term

HIR
El =

∑
j, �R

δE01
j (R‖)c

†
j, �R

cj, �R =
∑
j, �R

dE01
j

dD
∆(R‖)c

†
j, �R

cj, �R (1.28)

berücksichtigen.
In die Ladungsträgerdynamik geht die Größe 〈∆(R‖)∆(R′

‖)〉 ein. Wie in [Thr]

wird analog zu (1.26c) eine δ-förmige Korrelation

〈∆(R‖)∆(R′
‖)〉 ∝ δ(R‖ −R′

‖) (1.29)

angesetzt.
Die Streuung an Grenzflächenstörungen kann mathematisch ganz analog zur

Phononstreuung behandelt werden, was nach Fouriertransformation der ∆(R‖)
sofort zu erkennen ist. Mit

∆̃(q) ≡ 1√
2π

∫
dR‖e

iR‖q∆(R‖)

γIR
j, �R,q

≡ 1

2

dE01
j

dD
eiqR‖

gilt

HIR
El =

∑
j, �R,q

γIR
j, �R,q

(
∆̃(q) + ∆̃†(−q)

)
c†
j, �R

cj, �R . (1.30)

Äquivalent zu (1.29) gilt

〈∆̃(q)∆̃(q′)〉 ∝ δ(q + q′). (1.31)

Die Analogie zur Phononstreuung ist rein formaler Natur, sie kann aber dazu
ausgenutzt werden, die Streuung an Grenzflächenstörungen in kompakter Form
zusammen mit der Elektron-Phonon-Wechselwirkung zu behandeln27.

26Siehe Abschnitt 1.4.2
27Es ist darauf zu achten, dass sich die Vertauschungsrelationen der ∆(q) und bl�q

unterscheiden.
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1.5 Zeitentwicklung des Vielteichensystems

1.5.1 Heisenbergbild und
Hierarchie der Bewegungsgleichungen

Durch den Hamiltonoperator wird die zeitliche Entwicklung des betrachteten
Vielteilchensystems festgelegt. In Experimenten typischerweise betrachtete Größen
sind Polarisation und Ladungsträgerdichten, die durch die Einteilchendichtema-
trizen

〈c†
j �R1

cl �R2〉 (1.32)

bestimmt werden [Ax2, Ro1]. Für j = l =Leitungsband stehen die Ortsdiagonalen
für Elektronendichten, für j = l =Valenzband für Lochdichten, für j=Valenz-,
l =Leitungsband für exzitonische Übergänge. Nebendiagonale Matrixelemente
spiegeln Phasenbeziehungen wieder.

Im Heisenbergbild28 ist die zeitliche Entwicklung von Erwartungswerten gege-
ben durch die Zeitentwicklung der Operatoren

i�∂tAH = [AH , HH ] + i� {∂tAS(t)}H . (1.33)

Mit dem Hamiltonoperator, gegeben durch

H = HGitter
El︸ ︷︷ ︸

(1.11)

+HFrei
Ph︸ ︷︷ ︸

(1.2)

+HLaser
El︸ ︷︷ ︸

(1.12)

+HWW
ElPh︸ ︷︷ ︸

(1.13)

+HWW
El︸ ︷︷ ︸

(1.17)

+HIR
El︸︷︷︸

(1.28)

, (1.34)

ergibt sich für die Operatoren (1.32) eine Hierarchie von Bewegungsgleichungen,
d.h. die Bewegungsgleichung für einen Operator aus n Fermioperatoren enthält
Operatoren aus mehr als n Fermioperatoren29. Wenn auch diese Hierarchie durch
die endliche Anzahl der Elektronen im Festkörper begrenzt sein mag, so ist man
doch gezwungen, diese an geeigneter Stelle zu unterbrechen.

1.5.2 Entwicklung nach Potenzen im Feld gemäß DCT

Eine Möglichkeit der Unterbrechung bietet die Hartree-Näherung, in der nach
dem Schema

〈AB〉 ≈ 〈A〉〈B〉
Erwartungswerte von zwei Operatoren entkoppelt werden [Ax2]. Der Ununter-
scheidbarkeit der Teilchen wird in der Erweiterung auf die sog. Random Phase
Approximation (RPA) Rechnung getragen [Hak, Czy]. Wie Axt in [Ax2] schreibt,
wird im Grenzfall verschwindender Wechselwirkung zwischen den Teilchen die
RPA exakt, es werden aber durch Wechselwirkung verursachte Korrelationen nur

28Zu Quantenmechanischen Bildern siehe z.B. [Coh, Nol, St1].
29Die Hierarchie ist ähnlich zur Bogoliubov-Born-Green-Kirkwood Hierarchie.
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näherungsweise berücksichtigt. Entkopplungsverfahren wie die RPA bergen das
Problem, dass dort nicht klar ist wie groß vernachlässigte Terme sind. Das in [Ax2]
von Axt eingeführte Schema zur ,,Durch die Dynamik bestimmten Entkopplung”30

bietet einen anderen Zugang. Unter (unter anderem) der Voraussetzung, dass vor
Einsetzen des elektrischen Feldes (d.h. vor Eintreffen eines Laserpulses) alle Va-
lenzbänder voll und Leitungsbänder leer sind31, sind lt. Axt alle Korrelationen
durch das elektrische Feld verursacht und es kann die Ordnung der Erwartungs-
werte von Operatoren im elektrischen Feld bestimmt werden. Die im vorigen Ab-
schnitt besprochene Hierarchie kann also nach Ordnungen im elektrischen Feld
geordnet, entsprechend abgebrochen und damit die Dynamik des Ladungsträger-
systems bis zu einer bestimmten Ordnung im Feld exakt gelöst werden.
Es wird im Folgenden die Elektron-Loch-Darstellung verwendet, in der für alle
Valenzbänder α

dα,�R ≡ c†
α,�R

und d†
α,�R
≡ cα,�R (1.35)

gesetzt wird.

Satz über dynamisch bestimmte Entkopplung32

Sei Ân ein normalgeordneter n-Punkt-Operator bezüglich Elektron-Loch-Darstellung
(1.35). Es bezeichne nc (nd) die Anzahl der Elektron- (Loch-) Operatoren, die in
Ân als Faktoren enthalten sind, so dass gilt n = nc + nd. Man betrachte ein
System, dessen Zeitentwicklung durch den Hamiltonoperator (1.34) bestimmt ist
und das sich zu einem beliebig vorgegebenen Zeitpunkt vor dem Eintreffen äuße-
rer Pulse im Grundzustand gefüllter Valenz- und leerer Leitungsbänder befindet.
Dann folgt

〈Ân〉 = O(m) für m ≥ max{nc, nd}.

In zweiter Ordnung im Feld kommen die folgenden Operatoren zum tragen,
wobei wieder die Elektron-Loch-Darstellung verwendet werden soll:

Definition 5. Operatoren mit Erwartungswerten bis O(E2)

• Operatoren

Elektronendichte Ĉab
12 ≡ c†

a�R1
cb �R2

Lochdichte D̂αβ
12 ≡ d†

α�R1
dβ �R2

exzitonischer Übergang Ŷαb
12 ≡ dα�R1

cb �R2
exzitonische Besetzung N̂aβγd

1234 ≡ c†
a�R1

d†
β �R2

dγ �R3cd�R4

(1.36)

• Der Erwartungswert eines Operators Â wird mit A bezeichnet.

30Das Schema ist bekannt unter dem Namen dynamics controlled truncation (DCT).
31Nicht vereinbar ist diese Annahme z.B. mit Dotierungen.
32Der Satz ist [Ax2] entlehnt.
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Exakt bis zur vierten Ordnung im Feld können die Ladungsträgerdichten
durch Summen über die exzitonischen Besetzungen ausgedrückt werden [Ax2]:

Spurrelationen

Cab
12 =

∑
ν �Rj

Naννb
1jj2 +O(E4) (1.37)

Dab
12 =

∑
c �Rj

Ncαβc
j12j +O(E4) (1.38)

Im Grenzfall verschwindender Elektron-Phonon-Wechselwirkung kann die ex-
zitonische Besetzung durch exzitonische Übergänge ausgedrückt werden [Ax2]:

Faktorsatz
Naβγd

1234 = Yβa∗
21 Yγd

34 +O(E4) (1.39)

1.6 Transport und Boltzmanngleichung

1.6.1 Diffusion und ballistischer Transport

Die Diffusion einer Gassorte in einer anderen definiert Feynman33 als die Aus-
breitung des speziellen Gases, dominiert durch Stöße mit Molekülen des Hin-
tergrundgases. Ballistischer Transport auf der anderen Seite ist die Ausbreitung
eines Ensembles von Teilchen bei Abwesenheit von Streuung.

In dieser Arbeit geht es nicht um die Ausbreitung von Gasen, es soll die
Dynamik von Exzitonen behandelt werden, die durch eine (in Kap. 2 explizit
hergeleitete) Boltzmanngleichung bestimmt ist34. Der Begriff der Diffusion, ur-
sprünglich festgemacht an in Gasen oder Flüssigkeiten suspendierten Teilchen,
kann allerdings problemlos verallgemeinert werden.

Diffusiver Transport

Es sei ein Ensemble von Teilchen definiert durch eine Ortsverteilungsfunktion
n(r,t), die auf die Teilchenzahl N normiert sei. Erfolgt diffusiver Transport dieser
Teilchen, so ist er durch die Fickschen Gesetze bestimmt [Vog]:

j = −D∂rn (1.40a)

ṅ = −∂rj = D∂2
rn (1.40b)

Die analytische Lösung der Gleichung (1.40b) mit der Anfangsbedingung

n(r, t = 0) = Nδ(r)

33Siehe dazu [Fey]
34Zu Diffusion und ballistischem Transport siehe auch [Vol].
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lautet

n(r, t) =
N√
4πD

e−
r2

4Dt

√
t

,

wie sie, samt Herleitung der Fickschen Gesetze, in [Ein] zu finden ist. Mit dieser
Lösung leitet dort Einstein die Beziehung

〈r2〉D ≡
∫

dr r2n(r) = 2Dt (1.41)

her, die unter dem Namen Einstein-Relation bekannt ist. Im Weiteren soll an der
Proportionalität von 〈r2〉 zur Zeit diffusiver Transport festgemacht werden.

Ballistischer Transport

Für ballistischen Transport, der als Transport von Teilchen bei Abwesenheit
von Streuung definiert ist, gilt nicht die Einstein-Relation. Die hier geltende
Zeitabhängigkeit von 〈r2〉 kann aber leicht bestimmt werden:

Ein Ensemble von Teilchen gleicher Masse m, gegeben durch eine Verteilungs-
funktion f(r,p,t), wird ohne Streuung klassisch beschrieben durch die Liouville-
Gleichung [Nol]

d

dt
f(r, p, t) =

∂f

∂t
+

∂f

∂r

∂r

∂t
=

∂f

∂t
+

p

m

∂f

∂r
= 0 , (1.42)

womit also
f(r, p, t) = f(r − p

m
t, p)

gilt. Für das mittlere Ortsquadrat gilt damit unter Annahme einer im Impuls
symmetrischen Verteilung

〈r2〉B ≡
∫

dr

∫
dp r2f(r − p

m
t, p)

=

∫
dr′

∫
dp

(
r′2 + 2 r

p

m
t +

( p

m
t
)2

)
f(r′, p)

= 〈r2〉0 +

(∫
dr′

∫
dp

( p

m

)2

f(r′, p)

)
t2

= 〈r2〉0 +
2

m
〈Ekin〉 t2 . (1.43)

1.6.2 Näherungen und Charakterisierung des Transports

Die Dynamik des in dieser Arbeit behandelten Ensembles von Exzitonen wird
beschrieben durch einee lineare Boltzmanngleichung. Anhand dieser Gleichung
soll in diesem Abschnitt der Transport näher untersucht werden und es sollen in
verschiedenen Näherungsstufen Kriterien zur Charakterisierung des Transports
aufgestellt werden.
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Boltzmanngleichung

Die Verteilungsfunktion f(ν, k, r) bezeichne den Zustand des betrachteten En-
sembles, wobei ν einen inneren Freiheitsgrad nummeriert, r den Ort, k eine Art
Impuls angibt35. Die Normierung der Verteilungsfunktion auf die Teilchenzahl sei
gegeben durch ∑

ν

∫
dr

∫
dk f(ν, k, r) = N,

sie genüge der Gleichung

∂

∂t
f(ν, k, r) + ck

∂

∂r
f(ν, k, r) =

(
∂f

∂t

)
Stoß

(1.44)

mit(
∂f

∂t

)
Stoß

=
∑
ν′

∫
dk′

{
R̃(ν, k, ν ′, k′)f(ν ′, k′, r)− R̃(ν ′, k′, ν, k)f(ν, k, r)

}
,

(1.45)
einer Boltzmanngleichung36, wie sie in [Ha2] und [Ku1, Ku2] behandelt wird. Für
die Streumatrizen R̃ gelte

R̃(ν, k, ν ′, k′) = e
ε(ν′,k′)−ε(ν,k)

kBT R̃(ν ′, k′, ν, k) , (1.46)

so dass der Stoßterm zur Relaxation des Ensembles ins thermische Gleichgewicht
führt37, in dem sich die Verteilungsfunktion schreiben lässt als

f0(ν, k, r) = n(r) e
−ε(ν,k)

kBT . (1.47)

Die Funktion ε(ν, k) steht für eine vom inneren Freiheitsgrad und vom Impuls
abhängige Energie.

Relaxationszeitnäherung

Gleichung (1.44) ist mit Stoßterm außerordentlich komplex, weshalb man in vielen
Fällen annimmt, die Verteilung unterscheide sich nur sehr wenig von der des

35Die genaue Bedeutung der verwendeten Größen ist an dieser Stelle nicht wichtig. Sie wird
an späterer Stelle eindeutig definiert werden.

36Der Stoßterm beschreibt Stöße der Exzitonen mit Phononen und Grenzflächenrauhigkeit.
An dieser Stelle ist es nicht notwendig, ihn genauer zu spezifizieren.

37Die sogenannte Detaillierte Bilanz für Mastergleichungen wird ausführlich in [Ha2] bespro-
chen. Im Gleichgewicht gilt mit (1.45), (1.46) und der Bedingung

(
∂f
∂t

)
Stoß

= 0

f(ν′, k′, r)
f(ν, k, r)

=
R(ν′, k′, ν, k)
R(ν, k, ν′, k′)

= e
ε(ν,k)−ε(ν′,k′)

kBT .
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thermischen Gleichgewichts (1.47) [Ku1, Ha2] und schreibt

f(ν, k, r) = f0(ν, k, r) + δf(ν, k, r) , (1.48)

wobei f0(ν, k, r) � δf(ν, k, r) gelten soll. Der Stoßterm wird ersetzt durch den
Ausdruck (

∂f(ν, k, r)

∂t

)
Stoß

= −δf(ν, k, r)

τ(ν, k)
, (1.49)

was der Annahme entspricht, das System nähere sich exponentiell dem Gleich-
gewichtszustand. Für den Stoßterm (1.45) heißt diese Näherung, dass der Rein-
streuterm von(

∂f

∂t

)
Stoß

(1.46)
=

∑
ν′

∫
dk′

{ Rausstreu-︷ ︸︸ ︷
−R̃(ν ′, k′, ν, k)δf(ν, k, r) +

Reinstreuterm︷ ︸︸ ︷
R̃(ν, k, ν ′, k′)δf(ν ′, k′, r)

}
≈

∑
ν′

∫
dk′

{
−R̃(ν ′, k′, ν, k)δf(ν, k, r)

}
≡ −τ(ν, k)δf(ν, k, r) (1.50)

vernachlässigt wird.
Zusammen mit (1.44) ergeben (1.48) und (1.49) in erster Näherung

δf(ν, k, r) = −τ(ν, k)

{
∂f0

∂t
+ ck

∂f0

∂r

}
. (1.51)

Bezug zur Einsteinrelation

Über die Teilchenstromdichte kann in dieser Näherung mit

j(r) ≡
∑
ν

∫
dk

ck︷︸︸︷
v f(ν, k, r)

(1.48)
=

∑
ν

∫
dk ck {δf(ν, k, r)}

(1.49)
= −

∑
ν

∫
dk ck τ(ν, k)

{
∂f0

∂t
+ ck

∂f0

∂r

}
(1.47)
= −

∑
ν

{∫
dk (ck)2 τ(ν, k)

f0(ν, k, r)

n(r)

}
︸ ︷︷ ︸

Dν

∂n(r)

∂r
(1.52)

ein direkter Bezug zum ersten Fickschen Gesetz (1.40a) und somit durch Aus-
nutzung des Teilchenerhalts38 zur Einstein-Relation (1.41) geschaffen werden.
Es gilt also

D∗ ≡
∑
ν

Dν =
1

2

d

dt
〈r2〉 , (1.53)

38
{

∂j
∂r +

∂n
∂t

}
= 0
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bei konstanter Relaxationszeit τ(ν, k) ≡ τ

τ〈Ekin〉 ∝
∑
ν

Dν =
d

dt
〈r2〉 . (1.54)

1.7 Wignerdarstellung

1.7.1 Die Wignerfunktion

Einführung der Wignerfunktion

Für inhomogene Systeme bietet die Wignerdarstellung, wie sie von E. Wigner
vorgeschlagen wurde, den Vorteil, dass sich Erwartungswerte zu orts- und im-
pulsabhängigen Größen auf einfache und anschauliche Weise berechnen lassen.
Dieser Abschnitt soll die in [Wig] dargestellten Überlegungen wiedergeben, um
so die später angewandte Transformation auf Wignerdarstellung zu motivieren.

In der klassischen Mechanik ist ein Vielteilchensystem bestimmt durch eine
Verteilungsfunktion f(�r, �p)39, Erwartungswerte zu einer Größe A(�r, �p) sind über
eine Mittelung

〈A(�r, �p)〉klassisch ≡
∫

dnr

∫
dnp A(�r, �p)f(�r, �p) (1.55)

gegeben. Die Kenntnis der Verteilungsfunktion f(�r, �p) bietet also einen sehr direk-
ten, anschaulichen Zugang zu allen wichtigen Systemeigenschaften. Sie ist Lösung
der Liouville-Gleichung.

In der quantenmechanischen Orts- oder Impulsdarstellung40 sind für einen
reinen Zustand Ψ(�r) bzw. Ψ̃(�p) die Erwartungswerte zur Observablen Â(�r, �p)
gegeben durch

〈Â(�r, �p)〉QM≡
∫

dnr Ψ∗(�r)Â (�r,−i�∂�r) Ψ(�r) =

∫
dnp Ψ̃∗(�p)Â (i�∂�p, �p) Ψ̃(�p) . (1.56)

Falls die Observable Â nur vom Ort abhängig ist, hat (1.56) die anschaulichere
Form

〈Â(�r)〉QM =

∫
dnr A(�r) Ψ∗(�r)Ψ(�r)︸ ︷︷ ︸

ρ(�r)

,

in der ρ(�r) als Ortsverteilungsfunktion interpretiert werden kann. Dasselbe gilt
ganz analog für Observablen Â(�p).

Es ist, wie erwähnt, wünschenswert, eine Darstellung zu finden, in der Er-
wartungswerte zu sowohl von Orten als auch Impulsen abhängigen Observablen

39Es stehen �r und �p für Orte (x1, x2, ....xn) und Impulse (p1, p2, ....pn).
40Zu Darstellungen siehe Lehrbücher wie [Coh, Nol, St1].
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Â(�r, �p) wie in der klassischen Mechanik mit Hilfe einer Verteilungsfunktion P (�r, �p)
berechnet werden können41. Die in [Wig] vorgeschlagene Funktion42

P (�r, �p) ≡
(

1
2�π

)n ∫
dnξ e−

i
�
�ξ�p Ψ∗

(
�r +

�ξ
2

)
Ψ
(
�r − �ξ

2

)
, (1.57)

die Wignerfunktion genannt wird, erfüllt mit43∫
dnr P (�r, �p) = Ψ̃∗(�p)Ψ̃(�p) und

∫
dnp P (�r, �p) = Ψ∗(�r)Ψ(�r)

die geforderte Eigenschaft

〈Â(�r, �p)〉QM =

∫
dnr

∫
dnp A(�r, �p)P (�r, �p) , (1.58)

falls sich A(�r, �p) als Summe Ar(�r) + Ap(�p) schreiben lässt.

Eigenschaften der Wignerfunktion

Wie schon angedeutet hat die Wignerfunktion P (�r, �p) nicht alle Eigenschaften
einer Verteilungsfunktion, steht aber dennoch in engem Zusammenhang zur klas-
sischen Verteilungsfunktion (1.55). Wie Wigner zeigt, geht P (�r, �p) im klassi-
schen Grenzfall in die klassische Verteilungsfunktion f(�r, �p) über, die Bewegungs-
gleichung für P (�r, �p) weicht erst in dritter Ordnung von � von der klassischen
Liouville-Gleichung ab. Die Wignerfunktion ist laut Definition reell, kann aber
negative Werte annehmen.

1.7.2 Die Wignertransformation

Im Allgemeinen befinden sich quantenmechanische Systeme in gemischten Zustän-
den, die durch eine Dichtematrix ρ̂ festgelegt werden. Erwartungswerte zu Ob-
servablen Â werden über

〈Â〉QM ≡ Sp
(

Âρ̂
)

=

∫
dr

∫
dr′ 〈r|Â|r′〉〈r′|ρ̂|r〉 ≡

∫
dr

∫
dr′ Arr′ρr′r

gebildet. Die im vorigen Abschnitt eingeführte Transformation auf die Wigner-
darstellung, die der Definition nach eine Fouriertransformation bezüglich des Re-
lativortes r′ − r ist, lässt sich durch die Definition

Ã(R, k) ≡ 1

2π

∫
dξ e−iξkA

R+
ξ
2
,R− ξ

2

(1.59)

41Da Orte und Impulse nicht vertauschen und damit kein System von gemeinsamen Eigen-
zuständen existiert, können wir nicht erwarten, dass eine solche Funktion alle Eigenschaften
einer Verteilungsfunktion wie f(�r, �p) erfüllt.

42In [Wig] ist die Fouriertransformation mit entgegengesetztem Vorzeichen definiert. Hier soll

gelten Ψ(�r) =
(

1
2�π

)n ∫
dnp e

i
�

�ξ�pΨ̃(�p).
43Die Herleitung erfolgt über die Regeln für Fouriertransformationen. Dazu siehe [Bron].
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auf Matrizen verallgemeinern. Durch elementare Umformungen erhält man

〈Â〉QM =

∫
dR

∫
dk

{
2πÃ(R, k)

}
ρ̃(R, k) . (1.60)

Die transformierte Dichtematrix entspricht also der Wignerfunktion des vorigen
Abschnitts, denn es ergibt sich für Â = Âr(r) + Âk(k){

2πÃ(R, k)
}

= 〈R |Âr|R〉+ 〈k |Âk|k〉 ≡ Ar(R) + Ak(k) . (1.61)

Wie gezeigt, lassen sich mit der transformierten Dichtematrix ρ̃(R, k) die Erwar-
tungswerte sowohl von Impuls- als auch von Ortsobservablen auf anschauliche
Art berechnen. Weiter wird es möglich sein, die in 2.3 und 2.4.2 hergeleitete
Bewegungsgleichung für die Dichte inkohärenter Exzitonen auf eine Boltzmann-
gleichung zu transformieren (siehe dazu Abschnitt 2.7), die für eine numerische
Simulation besonders zugänglich ist (nächster Abschnitt).

1.8 Ensemble-Monte-Carlo Methode

1.8.1 Monte-Carlo Methoden

Seit leistungsstarke Rechner zur Verfügung stehen, werden Monte-Carlo-Methoden
in starkem Umfang benutzt, um verschiedenste Systeme zu simulieren [Cep, Spa,
Ja1]. Im Gegensatz etwa zu Quanten-Monte-Carlo Methoden zur Berechnung von
Grundzuständen [Fou] bieten Ensemble-Monte-Carlo (EMC) Methoden einen Zu-
gang zu zeitabhängigen Problemen. In dieser Arbeit wird eine solche Methode
gewählt, in früheren Arbeiten wurden letztere insbesondere auch zur Untersu-
chung von Exzitonerzeugung [Sel, Com] und Exzitontransport [Zh3, Tak] benutzt.

Der Algorithmus existiert in verschiedenen Modifikationen (z.B. als gewichtete
Methode [Ro2] oder zur Untersuchung von kohärenten Prozessen [Ku4]). In dieser
Arbeit wurde eine erweiterte Form des EMC benutzt, in der eine Gleichung der
Form (1.44), die in Kap. 2 hergeleitete Gleichung (2.59), gelöst werden soll.

Die verwendete Methode wird in diesem Abschnitt erläutert: Zunächst werden
die mathematischen Grundlagen, dann der Algorithmus dargelegt.

1.8.2 Mathematische Betrachtung

Methode, Integration

Monte-Carlo Methoden bieten einen statistischen Zugang zur Lösung mathema-
tischer Probleme. Als grundlegendes Beispiel können hochdimensionale Integrale
effizient gelöst werden. Bei der Integration nach der klassischen Simpsonschen
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Regel zum Beispiel hat der Quadraturfehler die Ordnung M−4/d, mit M als An-
zahl der Gitterpunkte und d als Dimension des Integrals. Der zentrale Grenz-
wertsatz besagt, dass mit einer Monte-Carlo-Quadratur der Fehler mit 1√

M
geht,

unabhängig von der Dimension [Fou].
Zur Lösung von Boltzmanngleichungen mit stochastischen Methoden sind in

[Wag] ein kurzer geschichtlicher Abriss und ein Beweis der Konvergenz einer
numerischen Lösung mit direkter MC Simulation44 gegeben.

Verteilungsfunktionen

Boltzmanngleichungen (1.44)

∂

∂t
f(ν, k, r) = −ck

∂

∂r
f(ν, k, r) +

(
∂f

∂t

)
Stoß

+

(
∂f

∂t

)
Quelle

(1.62)

beschreiben die Dynamik von Ensembles einer großen Zahl von Teilchen, definiert
durch die Verteilungsfunktion f(ν, k, r). Im Monte-Carlo Ansatz wird die Nähe-
rung eines Kontinuums von Teilchen rückgängig gemacht und die Dynamik durch
ein Testensemble stochastisch simuliert. In diesem Sinne bieten Monte-Carlo Me-
thoden einen sehr direkten und anschaulichen Zugang zu diesen Gleichungen.
Mathematisch wird die Approximation durch

f(ν, k, r) ≡ f(x, r) ≈
NMC∑
i=1

1

NMC

δ(x− xi)δ(r − ri) (1.63)

ausgedrückt45. Anschaulich heißt das, dass man die Verteilung durch eine Vertei-
lung von NMC einzelnen ,,Teilchen” mi(xi, ri) nähert, was bei Erwartungswerten
besonders deutlich wird:

〈A(x, r)〉 ≡
∫

dx

∫
dr f(x, r) A(x, r)

(1.63)
≈

NMC∑
i=1

1

NMC

A(xi, ri) (1.64)

Auf einem Rasterelement ∆x, ∆r gilt für die Besetzungszahl46

P∆x,∆r ≡
∫

∆x

dx

∫
∆r

dr f(x, r)
(1.63)
≈

NMC∑
i=1

1

NMC

σ(xi ∈ ∆x ∧ ri ∈ ∆r) . (1.65)

Dynamik

Es gilt, die Differentialgleichung (1.62) für die approximierte Verteilungsfunkti-
on aufzustellen, also eine Regel für die zeitliche Entwicklung des Testensembles

44Bei der DSMC handelt es sich um die hier Ensemble MC Methode genannte Methode.
45Der Einfachheit halber wird hier - im Vorgriff - x ≡ (ν, k) definiert.
46Wie üblich bezeichnet σ(A) ≡ 1 falls A wahr, 0 sonst.
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{mi|i = 1 . . . NMC} herzuleiten. Generell werden Streu- und Erzeugungswahr-
scheinlichkeiten aus (1.62) mit Hilfe eines Zufallszahlengenerators nachempfun-
den. Die Umsetzung ist in [Ja1] ausführlich beschrieben.

Die Normierung von f(x,r,t) sei zeitlich veränderlich, also∫
∆x

dx

∫
∆r

dr f(x, r, t) = N(t) ,

wobei allerdings die Gesamtzahl monoton steigend sei47. Dementsprechend soll
das Testensemble eine steigende Zahl NMC(t) von ,,Teilchen” beinhalten.

Auf einem Raster ∆x, ∆r gilt laut (1.65) und (1.62)

∂

∂t
P∆x,∆r =

∫
∆x

dx

∫
∆r

dr

{
−ck

∂

∂r
f(ν, k, r) +

(
∂f

∂t

)
Stoß

+

(
∂f

∂t

)
Quelle

}
. (1.66)

Führt man eine Zeitdiskretisierung (∆t) ein und löst (1.62) explizit in der Zeit,
so können die Terme auf der rechten Seite von (1.66) leicht auf das Testensemble
übertragen werden. Als Anfangsverteilung sei f(x, r, t = 0) ≡ 0 vorgegeben,
damit enthalte auch das Testensemble keine ,,Teilchen”, also NMC(t = 0) = 0.

• Quelle:
P∆x,∆r(t + ∆t) = P∆x,∆r(t) + ∆t

∫
∆x

dx

∫
∆r

dr

(
∂f

∂t

)
Quelle

(t) ,

die Besetzungszahlen sind anzupassen, indem neue Testteilchen gemäß der
Quellverteilung zufällig erzeugt werden.

• Streuterm der Form (1.45): Entsprechend

∆t

∫
∆x

dx

∫
∆r

dr

(
∂f

∂t

)
Stoß

= ∆t

∫
∆x

dx

∫
∆r

dr

∫
x′
dx′

{
R̃x,x′f(x′, r)− R̃x′,xf(x, r)

}

≈ ∆t

NMC

NMC∑
i=1

{∫
∆x

dx R̃x,xi︸ ︷︷ ︸
Rein-

−
∫

dx′ R̃x′,xi
σ(xi ∈ ∆x)︸ ︷︷ ︸

Rausstreuterm

}

⇒ P (∆x, Streu) = ∆t

∫
dx′ R̃x′,x , P (∆x → ∆y) = ∆t

∫
∆y

dx′ R̃x′,x

(1.67)
streut mit einer Wahrscheinlichkeit P (∆xi

, Streu) ein Teilchen mi(xi, ri),
jeweils mit der Wahrscheinlichkeit P (∆xi

→ ∆y) auf ein Rasterelement ∆y.
Der Ort ri bleibt unverändert. Indem das gesamte Testensemble durchlaufen
wird, wird der Reinstreuterm automatisch richtig berücksichtigt.

47Diese Annahme ist nicht zwingend, allerdings im hier betrachteten Problem gegeben.



32 KAPITEL 1. ALLGEMEINE GRUNDLAGEN

• Transport: Ohne Quell- und Streuterm in (1.62) ist die Zeitentwicklung
der Verteilungsfunktion gegeben durch f(x, r0 − ckt). Einer Trennung von
Propagation und Streuung entsprechend wird der Transport im Testensem-
ble durch freie Flüge

mi(xi, ri)
∆t−→ mi(xi, ri − cki∆t) (1.68)

realisiert.

1.8.3 Algorithmus

Vorteile der EMC Methode

Der im vorigen Abschnitt hergeleitete Algorithmus bietet einen sehr effizienten
und einfachen Zugang zu linearen Boltzmanngleichungen (1.62). Ein Vorteil ge-
genüber klassischen Verfahren ist gegeben:

• Teilchen des Testensembles werden nur in Zuständen erzeugt, die für die
Dynamik von Bedeutung sind. Bei klassischen Methoden dagegen muß der
gesamte Phasenraum berücksichtigt werden.

• Der Transportterm kann mit freien Flügen sehr effizient und einfach im-
plementiert werden. Bei klassischen Methoden hat man es letzendlich mit
einer partiellen Differentialgleichung zu tun, deren Lösung aufwändig sein
kann.

• Da Integrationsfehler von Monte-Carlo Methoden statistischer Natur sind,
ist es möglich, mit kleinen Testensembles erste Abschätzungen sehr schnell
zu berechnen. Fehler können als Rauschen gut identifiziert werden.

Ein Nachteil des Algorithmus ist der, dass Besetzungen einzelner Rasterele-
mente klein und so prinzipiell großen statistischen Fehlern unterworfen sind. Bei
der Berechnung der Lumineszenz zum Beispiel (siehe 3.2.2) ist man gezwungen,
mit sehr großen Testensembles zu arbeiten. Einen Ausweg bietet eine gewichtete
Methode48 [Ro2], in der wichtige, schwach besetzte, Bereiche des Phasenraums
besser untersucht werden können. Generell ist die Varianzunterdrückung bei di-
rekten MC Verfahren ein sehr wichtiger Aspekt [Wag].

Implementierung

Im letzten Abschnitt wurde bei der mathematischen Herleitung deutlich, wie der
EMC Algorithmus umzusetzen ist:

1. Anfangszustand: Der Anfangszustand der Verteilung sei f(x, r) = 0,
somit sei das Testensemble leer.

48Die gewichtete Monte-Carlo Methode ist als weighted Monte Carlo approach bekannt.
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2. Man lege die Mächtigkeit des Testensembles fest (NMCmax) und normiere
die Quelle

NQuelle ≡
∫

dt

∫
∆x

dx

∫
∆r

dr

(
∂f

∂t

)
Quelle

(t) .

Erzeugt man nun in jedem Zeitschritt und Rasterelement mit der
Wahrscheinlichkeit

P (∆x, ∆r, ∆t) ≡ ∆t
NMCmax

NQuelle

∫
∆x

dx

∫
∆r

dr

(
∂f

∂t

)
Quelle

(t)

Testteilchen49, so wird die maximale Teilchenzahl NMCmax nur im Rahmen
statistischer Ungenauigkeiten überschritten. Entsprechend reserviere man
Speicher für die mi(xi, ri).

3. Gestreut wird in jedem Zeitschritt ein Testteilchen mit den Wahrscheinlich-
keiten (1.67), das gesamte Ensemble wird durchlaufen. Die Zeit ist so zu
diskretisieren, dass in jedem Schritt die Streuwahrscheinlichkeit kleiner
als eins ist.

4. In jedem Zeitschritt führen die Teilchen einen freien Flug aus (1.68).

5. Zu gewissen Zeiten sind zu Observablen Mittelwerte aus dem Testen-
semble {mi} zu berechnen (1.64).

49Für P (∆x,∆r,∆t) > 1 sind entsprechend mehrere Teilchen zu erzeugen.
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Kapitel 2

Das Modellsystem

2.1 Überblick

Nachdem in Kapitel 1 die benötigten Grundlagen eingeführt und die erforderli-
chen Definitionen festgelegt worden sind, ist das Ziel dieses Kapitels die Defini-
tion und Motivation des zu behandelnden Modells. Es werden Vereinfachungen
vorgenommen, die das Verständnis der untersuchten Effekte ermöglichen und
Transformationen durchgeführt, die eine numerische Simulation ermöglichen.

Der Hamiltonoperator, in Kapitel 1 allgemein hergeleitet, wird in Abschnitt
2.2 dem untersuchten Modell angepasst. Charakteristische Größen werden ein-
geführt.

Mit dem Hamiltonoperator ist die Zeitentwicklung des Systems festgelegt, in
Abschnitt 2.3 finden sich die entsprechenden Bewegungsgleichungen.

Die zunächst im Ortsraum definierten Observablen werden in die Exzitonbasis
entwickelt und so die Bewegungsgleichungen teilweise gelöst. Abschnitt (2.4).

In der neuen Basis wird eine Markovnäherung vorgenommen und damit in
Abschnitt 2.5 das System von Differentialgleichungen geschlossen.

Nach analytischer Lösungs eines Teils der Gleichungen in 2.6 werden Wigner-
transformationen auf den verbleibenden Teil angewandt. Abschnitt (2.7). Nach
wichtigen Vereinfachungen sind so anschauliche Interpretation und numerische
Simulation möglich.

Am Ende dieses Kapitels steht eine Boltzmanngleichung, wie sie numerisch
gelöst werden kann. Ergebnisse der numerischen Untersuchungen finden sich in
Kapitel 3.

35
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2.2 Hamiltonoperator und dynamische Größen

2.2.1 Hamiltonoperator und Näherungen

In Kapitel 1 wird die mikroskopische Beschreibung der Dynamik von durch
kohärentes Licht angeregten Ladungsträgern und Phononen in einem idealen
Quantendraht dargelegt. In der Form (1.34) beschreibt der Hamiltonoperator
eine Dynamik, wie sie in ihrer Komplexität einer Analyse völlig unzugänglich ist.

Es werden daher folgende Vereinfachungen vorgenommen, sowohl um die
Möglichkeit einer mathematischen Beschreibung der Dynamik zu erlangen, als
auch um eine kausale Verknüpfung von Ursachen und Effekten zu ermöglichen:

• Untersucht wird ein idealer GaAs-Quantendraht (siehe Abschnitt 1.4). In
Abb. 1.1 ist das Bänderschema von GaAs dargestellt. Bei der Anregung mit
Licht einer Wellenlänge, die etwa der Bandlücke1 entspricht, wird man an-
nehmen können, dass nur Übergänge zwischen dem untersten Leitungsband
und den obersten Valenzbändern induziert werden. Die effektiven Massen
der Elektronen in den im Γ-Punkt entarteten oberen Valenzbändern sind
unterschiedlich, man redet von Leicht- und Schwerlochband. Aus Gleichung
(1.25) liest man ab, dass die Eigenenergien der Quantendrahtmoden mit 1

m∗
j

skalieren. Deshalb wird im Quantendraht die Entartung aufgehoben und die
Grundmode des Schwerlochbandes (HH) liegt näher an der des Leitungs-
bandes (Γ6).
Aufgrund der obigen Argumentation werden in diesem Modell deshalb nur
das unterste Leitungs- und das Schwerlochband berücksichtigt und
es wird wie üblich die Elektron-Loch-Darstellung verwendet (1.35):

d�R ≡ c†
HH, �R

d†
�R
≡ c

HH, �R c�R ≡ cΓ6, �R und c†�R ≡ c†
Γ6, �R

. (2.1)

Als Bandindizes werden e für das Leitungs- und h für das Valenzband ver-
wendet. Die effektiven Massen m∗

e und m∗
h werden umbenannt und die nega-

tive effektive Elektronenmasse im Valenzband als positive Lochmasse auf-
gefasst:

me ≡ m∗
e mh ≡ −m∗

h. (2.2)

• Vor Anregung der Halbleiterprobe mit dem elektrischen Feld befindet sich
das phononische System im thermischen Gleichgewicht (1.3). Über die Wech-
selwirkung der durch das Lichtfeld angeregten Ladungsträger mit den Pho-
nonen wird diese Besetzung verändert. Solche Effekte heißer Phononen sol-
len nicht beschrieben werden und es wird angenommen, das phononische

1Die Bandlücke EGap ist definiert als Energiedifferenz zwischen dem Energieminimum des
untersten Leitungsbandes und dem Energiemaximum der obersten Valenzbänder.
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System befinde sich zu allen Zeiten im thermischen Gleichgewicht. Das
hat zur Folge, dass kohärente Phononamplituden verschwinden:

〈bj,�q〉 = 0 . (2.3)

Das vereinfachte System wird beschrieben durch den Hamiltonoperator2

H = HDraht
El +HFrei

Ph +HLaser
El +HWW

ElPh +HWW
El +HIR

El (2.4a)

mit

HDraht
El

(1.22)
=

∑
�R

(
T e
�R

c†�Rc�R − T h
�R

d†
�R
d�R

)
(2.4b)

HFrei
Ph

(1.2)
=

∑
l,�q

�ωl(�q) b†l,�qbl,�q (2.4c)

HLaser
El

(1.12)
=

∑
�R

�E(�R)
(
− �MD

h,e d�Rc�R + �MD
e,h d†

�R
c†
, �R

)
(2.4d)

HWW
ElPh

(1.13)
=

∑
�R;�q,l

(
bl,�q + b†l,−�q

){
γe
�R;�q,l

c†�Rc�R − γh
�R;�q,l

d†
�R
d�R

}
(2.4e)

HWW
El

(1.17)
= 1

2

∑
�R �=�R′

V�R�R′

(
c†�Rc�R − d†

�R
d�R

)(
c†�R′c�R′ − d†

�R′d�R′

)
(2.4f)

HIR
El

(1.30)
=

∑
�R,q

(
∆̃(q) + ∆̃†(−q)

){
γIR
e, �R,q

c†�Rc�R − γIR
h, �R,q

d†
�R
d�R

}
(2.4g)

Der Term zur Coulomb-Wechselwirkung (2.4f) wurde gegenüber (1.17) verein-
facht3.

2.2.2 Die Dynamik bestimmende Größen

In den in Abschnitt 3.2.2 beschriebenen Experimenten wird die Antwort des Halb-
leiters auf eine Anregung mit kohärentem Lichte untersucht. Die klassische Ant-
wort eines Mediums wird durch die Polarisation bestimmt4, definiert als mittleres

2Die einzelnen Komponenten des Operators sind in Kapitel 1 ausführlich beschrieben, dort
sind auch alle Größen definiert.

3In (1.17) ist der Term 1
2

∑
�R �=�R′ V�R�R′

(
1 + 2c†�Rc�R − 2d

†
�R
d�R

)
enthalten. Es handelt sich zum

einen um den konstanten Beitrag des gefüllten Valenzbandes, zum anderen um Einteilchenbei-
träge, die mit HDraht

El berücksichtigt werden können.
4Zur Elektrodynamik siehe Standardliteratur, wie z.B. [Nol].
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Dipolmoment. Der zur Polarisation gehörige Operator P̂ lässt sich im in 2.2.1 de-
finierten Modell schreiben als [Ax3, Ro1]

P̂ ≡ er̂ =
∑
ijRR′

〈i, �R |er̂|j, �R′〉c†
i, �R

cj, �R′ =
∑
ij �R

MD
ij c†

i, �R
cj, �R

=
∑
�R

{
MD

eec
†
�R
c�R −MD

hhd
†
�R
d�R + MD

ehc
†
�R
d†
�R

+ MD
hed�Rc�R

}
. (2.5)

Werden die Bewegungsgleichungen der 〈c†
j �R1

cl �R2〉 im Heisenbergbild aufge-

stellt, so ergibt sich eine Hierarchie von Bewegungsgleichungen (siehe Abschnitt
1.5.1), die in dieser Arbeit nach dem durch die Dynamik bestimmten Entkopp-
lungsschema (Abschnitt 1.5.2) nach zweiter Ordnung im elektrischen Feld
abgebrochen werden soll. Da Elektronen im Leitungsband und Löcher im Va-
lenzband erst durch das Lichtfeld erzeugt werden, heißt das, dass eine kleine
Ladungsträgerdichte vorausgesetzt wird. Effekte, wie zum Beispiel solche, die als
Wechselwirkung von Exzitonen zu deuten sind, werden nicht berücksichtigt5.

In die Zeitentwicklung der bis O(E2) exakten Polarisation gehen folgende
Größen ein (siehe (1.36) und (2.5)) :

Elektronendichte Ĉ12 ≡ Ĉee
12 = c†�R1

c�R2
Lochdichte D̂12 ≡ D̂hh

12 = d†
�R1

d�R2

exzitonischer Übergang Ŷ1
2 ≡ Ŷhe

12 = d�R1
c�R2

exzitonische Besetzung N̂23
14 ≡ N̂ehhe

1234 = c†�R1
d†
�R2

d�R3
c�R4 .

(2.6)

Dekohärenz, der Verlust von Phaseninformationen eines quantenmechanischen
Systems, wird verursacht durch Kopplung an ein externes System [Rae]. Da in die-
ser Arbeit angenommen wird, dass die Phononen sich zu allen Zeiten im thermo-
dynamischen Gleichgewicht befinden, stellen die Gitterschwingungen ein solches
externes System dar6. Ohne Kopplung zwischen Phononen und Ladungsträgern
gilt der Faktorsatz7 (1.39) und es wird deshalb der nicht faktorisierbare Anteil
der exzitonischen Besetzung

N̄23
14 ≡ N23

14 − Y2∗
1 Y3

4 ≡ 〈 ˆ̄N23
14〉 = 〈(Ŷ2

1 − Y2
1)

†(Ŷ3
4 − Y3

4)〉 (2.7)

inkohärente Exzitondichte genannt.

Der Begriff der Kohärenz ist in diesem Zusammenhang nicht eindeutig. Wird
das Modell in einer höheren Ordnung im Feld beschrieben, so kann N̄23

14 weiter

5Zur Entwicklung und biexzitonischen Effekten siehe [Ax2].
6In Analogie zum Wärmebad spricht man hier vom Phononbad.
7Der Faktorsatz gilt in O(E4)
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faktorisiert werden. Letztlich entspricht hier die Inkohärenz der des nicht interfe-
rierfähigen Lichts [Ax4].

Die inkohärente Exzitondichte stellt sich als die Quelle der Lumineszenz au-
ßerhalb der Richtung des eingestrahlten Lasers heraus [Ro1, Si1], sie baut sich
durch Streuung der durch das Lichtfeld erzeugten kohärenten Exzitondichte Y2∗

1 Y3
4

mit Phononen und Grenzflächenrauhigkeiten auf.
Durch Ausnutzung der Spurrelationen (1.37) können Elektronen- und Loch-

dichte durch die exzitonische Besetzung N23
14 ausgedrückt werden. Die einzigen für

die Dynamik entscheidenden Größen sind damit der exzitonische Übergang Y1
2

und die inkohärente Exzitondichte N̄23
14.

2.3 Bewegungsgleichungen

Die Dynamik des durch (2.4) festgelegten Systems soll im Heisenbergbild (Ab-
schnitt 1.5.1) beschrieben werden, der Anfangszustand seien ein leeres Leitungs-
und ein volles Valenzband mit verschwindenden Korrelationen, also Y2

1 = N̄23
14 =

0. In zweiter Ordnung im elektrischen Feld (1.5.2, 2.2.1) ergeben sich über (1.33)
für die Größen Y1

2 (2.6) und N̄23
14 (2.7) die Differentialgleichungen

i�∂tY
2
1 =

�ΩY
2
1︷ ︸︸ ︷{

(T e
1 − T h

2 )− V12

}
Y2

1 − �E(�R1) �MD
ehδ�R1, �R2

(2.8a)

+
∑

µ=(�q,l)

(
γe

1µ − γh
2µ

) 〈(
b†l,−�q + bl,�q

)
Ŷ2

1

〉
(2.8b)

+
∑
q

(
γIR
e1q − γIR

h2q

)〈(
∆̃†

l,−q + ∆̃l,q

)
Ŷ2

1

〉
(2.8c)

i�∂tN̄
23
14 =

�ΩY
3
4−�ΩY

2
1︷ ︸︸ ︷{

(T e
4 − T h

3 )− V34 − (T e
1 − T h

2 ) + V12

}
N̄23

14 (2.8d)

+
∑

µ=(�q,l)

{〈 ˆ̄N23
14(b

†
l,−�q + bl,�q)

〉(
γe

4µ + γh
2µ − γe

1µ − γh
3µ

)
(2.8e)

− Y2∗
1

〈
Ŷ3

4(b
†
l,−�q + bl,�q)

〉(
γe

1µ − γh
2µ

)
+ Y3

4

〈
Ŷ2

1(b
†
l,−�q + bl,�q)

〉∗(
γe

4µ − γh
3µ

)∗}
+

∑
q

{〈 ˆ̄N23
14(∆̃

†
−q + ∆̃q)

〉(
γIR
e4q + γIR

h2q − γIR
e1q − γIR

e3q

)
(2.8f)

− Y2∗
1

〈
Ŷ3

4(∆̃
†
−q + ∆̃q)

〉(
γIR
e1q − γIR

h2q

)
+ Y3

4

〈
Ŷ2

1(∆̃
†
−q + ∆̃q)

〉∗(
γIR
e4q − γIR

h3q

)∗}
.

Die Differentialgleichungen bilden in dieser Form kein abgeschlossenes Sy-
stem. Wie in (2.8b, 2.8e, 2.8c, 2.8f) zu erkennen ist, koppeln Y1

2 und N̄23
14 an die
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phononassistierten Größen

Y2+
1µ ≡

〈
b†µŶ2

1

〉
, Y2−

1µ ≡
〈
bµŶ2

1

〉
, (2.9a)

N̄23+
14µ ≡

〈
b†µ

ˆ̄N23
14

〉
, N̄23−

14µ ≡
〈
bµ

ˆ̄N23
14

〉
(2.9b)

und ganz analog an die rauhigkeitsassistierten Größen

Y2ir+
1q ≡

〈
∆̃†

qŶ
2
1

〉
, Y2ir−

1q ≡
〈
∆̃qŶ

2
1

〉
, (2.10a)

N̄23ir+
14q ≡

〈
∆̃†

q
ˆ̄N23

14

〉
, N̄23ir−

14q ≡
〈
∆̃q

ˆ̄N23
14

〉
. (2.10b)

Im weiteren Vorgehen werden die Gleichungen durch eine Basistransformation
vereinfacht und dann entkoppelt:

• Der Operator �ΩY
2
1, der die freie Bewegung, den Einschluss in den Draht

und die Coulombwechselwirkung ausdrückt, wird diagonalisiert. Es werden
dann Y2

1 und N̄23
14 in dessen Eigenbasis, die Exzitonbasis entwickelt.

Abschnitt 2.4.2 .

• Die Phononstreuung und die Streuung an Grenzflächenrauhigkeit werden in
zweiter Ordnung einer Korrelationsentwicklung in Markovnäherung berück-
sichtigt. Abschnitt 2.5.1.

2.4 Diagonalisierung von �ΩY

2.4.1 Bestimmung der Exziton-Wellenfunktionen

Separation in Anteile senkrecht und parallel zur Drahtrichtung

Die Terme (2.8a) und (2.8d), also die Anteile der freien Bewegung und der Cou-
lombwechselwirkung an den Bewegungsgleichungen, sollen durch Diagonalisie-
rung des Operators �ΩY

2
1 vereinfacht werden8:

Alle für die Dynamik wichtigen Größen werden in die Eigenfunktionen Ψχ
21 des

Operators, die Exziton-Wellenfunktionen, entwickelt und dann die Bewegungs-
gleichungen für die Entwicklungskoeffizienten anhand von (2.8) aufgestellt.

Die gesuchten Funktionen sind also die, die

�ΩY
2
1Ψ

χ
21 ≡

{
(T e

1 − T h
2 )− V21

}
Ψχ

21 = EχΨχ
21 (2.11)

erfüllen, wobei die Eigenzustände mit χ nummeriert sind und die Eigenenergien
mit Eχ bezeichnet werden.

8Zur Entwicklung in Eigenfunktionen siehe [Si1] und insbesondere [Ax2].



2.4. DIAGONALISIERUNG VON �ΩY 41

Die Eigenfunktionen zu den T j
�R⊥

, die Drahtmoden uni
j (1.24) aus (1.23), sind

bekannt. Über den Separationsansatz

Ψχ
21 =

∑
α=(ni)
β=(mj)

ψx
αβ(R‖1, R‖2)u

α
e (�R⊥1)u

β
h(�R⊥2) (2.12)

und Ausnutzung der Vollständigkeit der uni
j (1.4.2) erhält man(

Eχ − Eα
e − Eβ

h − EGap

)
ψx
αβ = −

(
�
2

2me
�R‖1 + �

2

2mh
�R‖2

)
ψx
αβ −

∑
α′β′

V αβ
α′β′ψ

x
α′β′ ,

(2.13)wobei

V αβ
α′β′ ≡

∫
d2 �R⊥1

∫
d2 �R⊥2

(
uα∗
e (�R⊥1)u

β∗
h (�R⊥2) V21 uα′

e (�R⊥1)u
β′

h (�R⊥2)
)

als Projektion des Coulomb-Potentials auf die entsprechende Drahtmode definiert
wurde.
Analog zur Argumentation in 1.4.2 wird angenommen, nur die energetisch günstig-
ste Drahtmode sei besetzt. Damit tragen in (2.13) nur Terme mit α = β = (0, 1)
bei, die Indizes α und β bei ψx

αβ können weggelassen werden. Mit den Definitionen

Ex ≡ Eχ − Eα
e − Eβ

h − EGap und V (|R‖1 −R‖2|) ≡ V
(0,1)(0,1)
(0,1)(0,1)

ergibt sich damit das Eigenwertproblem für die ψx:

Exψx(R‖1, R‖2) =
(
− �

2

2me
�R‖1− �

2

2mh
�R‖2−V (|R‖1−R‖2|)

)
ψx(R‖1, R‖2) (2.14)

Anteil in Drahtrichtung

Die Funktionen ψx(R‖1, R‖2), die die Ortsabhängigkeit der Wellenfunktionen in
Drahtrichtung festlegen, werden durch (2.14) bestimmt. Durch Einführung von
Relativ- und Schwerpunktkoordinaten ist es möglich, die freie Schwerpunktbewe-
gung vom Relativabstand zu separieren [Si1]. Es seien

Massen : M ≡ me + mh , µ ≡ memh

me+mh
(2.15a)

Massenanteile : µe ≡ me

me+mh
, µh ≡ mh

me+mh
(2.15b)

Orte : R ≡ µhR‖2 + µeR‖1 (2.15c)

r ≡ R‖1 −R‖2 (2.15d)

Energien : EK ≡ �
2

2M
K2 , Eν ≡ �

2

2µ
ν2 . (2.15e)

Mit diesen Definitionen9 und dem Separationsansatz

ψx ≡ χK(R)ϕν(r) und Ex ≡ EK + Eν bei x = (ν, K)

9Die Energie Eν zum Exzitonzustand wird zur Schwerpunktsenergie formal identisch defi-
niert. Die Begründung wird in Abschnitt 2.7.3 geliefert.
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erhält man aus (2.14) die Gleichungen

−∂2
RχK(R) = K2χK(R) (2.16a)

−
(

V (|r|) + �
2

2µ
∂2
r

)
ϕν(r) = Eνϕν(r) . (2.16b)

Gleichung (2.16a) wird durch die ebenen Wellen

χK(R) = 1√
L
eiKR (2.17)

mit L als Normierungskonstante10 gelöst. Es ist keine analytische Lösung zur
Gleichung (2.16b) bekannt, die Relativfunktionen müssen numerisch bestimmt
werden. Im übernächsten Abschnitt wird aufgezeigt, wie die numerische Lösung
durchgeführt wird.

Eigenschaften der Wellenfunktionen

Die Wellenfunktionen Ψχ
21 bilden ein Orthonormalsystem bezüglich �R1 und �R2.

Mit dem Multiindex χ = (ν, K, α, β) und der Definition∫∑
χ

≡
∫

dK

∫∑
ν

∑
αβ

(2.18)

heißt das11 ∫∑
χ

Ψχ
21Ψ

χ∗
34 = δ(�R2 − �R3) δ(�R1 − �R4) (2.19a)

∫
d3R1

∫
d3R2 Ψχ∗

21Ψχ′∗
21 = δχ,χ′ . (2.19b)

In (2.19b) ist δχ,χ′ für diskrete Indexteile als Kronecker-Delta, für kontinuierliche
Teile als Diracsche Deltadistribution anzusehen.
Die Ψχ

21 sind Eigenfunktionen zu �ΩY
2
1:

�ΩY
2
1Ψ

χ
21 =

(
�
2

2µ
ν2 + �

2

2M
K2 + Eα

e + Eβ
h + EGap

)
︸ ︷︷ ︸

Eχ

Ψχ
21

Sie wurden zerlegt in die Anteile uα
e/h(

�R⊥) (Drahtmoden), χK(R) (freie Schwer-

punktbewegung) und ϕν(r) (Abhängigkeit vom Relativort):

Ψχ
21 =

∑
α=(ni)
β=(mj)

χK(R)ϕν(r)uα
e (�R⊥1)u

β
h(�R⊥2) . (2.20)

10Es gelte
∫
dR χ∗

K(R)χK′(R) = δ(K −K ′).
11Mit dem Summen-/Integralzeichen in (2.18) wird dem sowohl diskreten als auch kontinu-

lierlichen Charakter der Indizes Rechnung getragen.
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Numerische Bestimmung der Relativfunktionen ϕν

Bei (2.16b) handelt es sich um eine Differentialgleichung mit Randbedingungen.
Sie soll gelöst werden, indem sie auf die fouriertransformierten Größen umge-
schrieben, diskretisiert und als Eigenwertproblem gelöst wird. Auf diese Weise
erhält man ein vollständiges Orthonormalsystem im zum Relativort reziproken
Raum zu einer gegebenen Diskretisierung.

Die Fouriertransformation sei in dieser Arbeit als

f(k) ≡ F [f ](k) ≡ 1√
2π

∫
dr e−ikrf(r) (2.21)

festgesetzt, durch Transformation von (2.16b) erhält man mit (2.15e)

�
2

2µ

(
k2 − ν2

)
ϕν(k) = F [V ϕν ](k) = 1√

2π

∫
dk̃ V (k − k̃)ϕν(k̃) . (2.22)

Setzt man nun die Funktionen ϕν(r) nach einem festzulegenden Intervall peri-
odisch fort, so wird aus der kontinuierlichen Fouriertransformierten eine diskrete
Funktion

ϕν(k) =
∑
ki

∆k δ(k − ki)ϕ
ki
ν ,

wobei die ki äquidistant verteile Stützstellen mit einem Abstand ∆k sind, der
antiproportional zur Länge des Periodizitätsintervalls ist. Aus (2.22) ergibt sich
nach periodischer Fortsetzung das diskrete Eigenwertproblem

�
2

2µ

(
k2
i − ν2

)
ϕki
ν = ∆k√

2π

∑
kl

V (ki − kl) ϕkl
ν . (2.23)

Der Vergleich von (2.22) und (2.23) zeigt, dass die periodische Fortsetzung der
Wellenfunktionen bezüglich r eine diskrete Approximation der ϕν(k) durch Werte
an den Stützstellen ki und eine Approximation des Integrals in (2.22) durch die
Summe in (2.23) zur Folge hat.

Eine exakte Bestimmung der exzitonischen Bindungsenergie ist in [Bán] be-
schrieben.

2.4.2 Entwicklung relevanter Größen in die Eigenbasis

Durch Entwicklung der für die Dynamik wichtigen Größen in die Eigenbasis
{Ψχ, χ} der Operatoren �ΩY können die Differentialgleichungen (2.8) entschei-
dend vereinfacht werden, durch Coulombwechselwirkung bewirkte Korrelationen,
der Einschluss in Drahtmoden und die freie Schwerpunktbewegung in Drahtrich-
tung sind in den Exziton-Wellenfunktionen enthalten. Bei der Entwicklung wich-
tig sind nur Wellenfunktionen für die untersten Drahtmoden, also mit α = β =
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(0, 1), so dass im weiteren nur der Teilindex x = (ν, K) von χ verwendet wird12:

Y2
1 =

∫∑
x

Ψx
21 yx N̄23

14 =

∫∑
xx̄

Ψx∗
21Ψx

34 n̄xx̄ (2.24a)

Y2±
1µ =

∫∑
x

Ψx
21 y±

xµ N̄23±
14µ =

∫∑
xx̄

Ψx∗
21Ψx

34 n̄±
xx̄µ (2.24b)

Durch die Diskretisierung des Eigenwertproblems (2.23) werden die Entwick-
lungen (2.24) approximiert, die Summe für den diskretisierten Kontinuumsteil
wiederum kann durch ein Integral genähert werden13:

Y2
1 =

∫
dK

∫∑
ν

ΨνK
21 yνK ≈

∫
dK

∑
i

ΨνiK
21 yνiK

≈
∫

dK
{∑

igeb

ΨνiK
21 yνiK +

∫
ungeb

dνρ(ν)ΨνK
21 yνK

}
. (2.25)

Die hier eingeführte Zustandsdichte ρ(ν) ist durch das diskrete Spektrum
näherungsweise gegeben als14

ρ(νi) ≈
1

νi+1 − νi−1

. (2.26)

Die Streuung an Grenzflächenstörungen kann völlig analog zur Phononstreu-
ung behandelt werden. Die Entwicklung der assistierten Größen (2.10) und die
folgenden Umformungen sind identisch zur Behandlung der Phononstreuung. Es
genügt daher, sich in diesem Abschnitt auf die Phononstreuung zu beschränken.

Mit der Definition der Übergangsmatrixelemente der Phononstreuung, wie sie
in [Ax3] vorgeschlagen wird15,

Γµ
xx′ ≡

∫
d3R1

∫
d3R2 Ψx∗

21

(
γe

1µ − γh
2µ

)∗Ψx′
21 (2.27)

und dem nach den Wellenfunktionen entwickelten elektrischen Feld

�Ex ≡
∫

d3R1

∫
d3R2 Ψx∗

21
�E(�R1)δ(�R1 − �R2) ∝ ϕ∗

ν(r = 0) �E(K)

12Für die Ausnutzung der Vollständigkeit sind weiterhin alle Drahtmoden wichtig, es wird
nur berücksichtigt, dass die Besetzung höherer Moden vernachlässigbar ist.

13Dieser Schritt ist wichtig für die Berechnung von Elektron- und Lochdichte in Abschnitt
2.7.4.

14Siehe hierzu Transformation in 2.7.3.
15Anders als bei [Ax3] sind hier die γe

1µ komplex konjugiert, was an unterschiedlicher Defi-
nition dieser Konstanten liegt.
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lauten die Bewegungsgleichungen der Entwicklungskoeffizienten zu Y2
1 und N̄23

14

i�∂tyx = �ωxyx − �Ex
�MD
eh +

∫∑
µx′

{
Γµ∗
x′xy

−
x′µ + Γµ

xx′y
+
x′µ

}
(2.28a)

i�∂tn̄xx̄ = (�ωx̄ − �ωx) n̄xx̄ (2.28b)

+

∫∑
µx̃

{(
Γµ
x̄x̃n̄

+
xx̃ + Γµ∗

x̃x̄n̄
−
xx̃

)
−

(
Γµ
x̃xn̄

+
x̃x̄ + Γµ∗

xx̃n̄
−
x̃x̄

)}

+

∫∑
µx̃

{(
Γµ∗
x̃x̄y

+∗
x + Γµ

x̄x̃y
−∗
x

)
yx̃ − y∗

x̃

(
Γµ
x̃xy

+
x̄ + Γµ∗

xx̃y
−
x̄

)}
.

Die entsprechenden Gleichungen für die Entwicklungskoeffizienten zu Y2±
1µ und

N̄23±
14µ erhält man über die Relation16

[
Ŷ2±

1µ ,H
]

=
[
b±µ ,H

]
Ŷ2

1︸ ︷︷ ︸
(a)

+ b±µ

[
Ŷ2

1,H
]

︸ ︷︷ ︸
(b)

. (2.29)

Nach Bildung der Erwartungswerte bleibt in zweiter Ordnung im Feld von (a) in

(2.29) nur �ωµY2±
1µ , in (b) fällt wegen 〈b±µ 〉 = 0 der Term 〈b±µ �Ex

�MD
eh〉 weg. Analog

verfährt man bei N̄23±
14µ .

Die Elektron-Phonon-Wechselwirkung (wie auch die Wechselwirkung mit Grenz-
flächenstörungen) soll in zweiter Ordnung einer Korrelationsentwicklung berück-
sichtigt werden, wie sie Rossi und Kuhn in [Ro1] beschreiben, in der Streu-
vorgänge und Dephasierung behandelt werden können. Da in dieser Arbeit der
Fall ohne kohärente Phononen beschrieben werden soll, vereinfacht sich die Fak-
torisierung zu

〈Âb†µbµ′〉 = δµ,µ′nPh
µ 〈Â〉,

Erwartungswerte von Größen 〈Âbµbµ′〉 verschwinden und mit der Definition

δ± ≡
{

1 bei ±
0 bei ∓

gilt (für die Grenzflächenstreuung wegen (1.31))〈
b±µ

(
b†l′,−q′ + bµ′=(l′,q′)

)〉
= δ+δµ,µ′ nPh

µ + δ−δµ,(l′,−q′)(n
Ph
µ + 1) (2.30)〈

∆̃±
q

(
∆̃†

−q′ + ∆̃q′
)〉

= σIR δ(±q + q′) . (2.31)

16Es steht b+µ für b
†
µ, b

−
µ für bµ.



46 KAPITEL 2. DAS MODELLSYSTEM

Alle Größen, in denen verschiedene Wechselwirkungen vorkommen, also z.B.
Phonon- und Rauhigkeitsoperatoren, Kreuzterme genannt, werden hier unberück-
sichtigt gelassen, eine Näherung, wie sie lt. [Ax3] üblich ist. In der Bewegungs-
gleichung für N̄23±

14µ werden nur Terme beibehalten, die proportional zu N̄23
14 sind,

von Axt Selbstenergieterme genannt. Man erhält letztendlich die Gleichungen

i�∂ty
±
xµ =

(
�ωx ∓ �ωµ

)
y±
x,µ (2.32a)

+

∫∑
x′

yx′
{

δ+ nPh
µ Γµ∗

x′x + δ−(nPh
µ + 1)Γµ

xx′

}
i�∂tn̄

±
xx̄µ =

(
�ωx̄ − �ωx ∓ �ωµ

)
n̄±
xx̄µ (2.32b)

+ δ+ nPh
µ

∫∑
x̃

{
Γµ∗
x̃x̄n̄xx̃ − Γµ∗

xx̃n̄x̃x̄

}
+ δ−(nPh

µ + 1)

∫∑
x̃

{
Γµ
x̄x̃n̄xx̃ − Γµ

x̃xn̄x̃x̄

}
.

2.5 Bestimmung der assistierten Größen

2.5.1 Die Markov-Näherung

Nach Faktorisierung bezüglich der Phonon- und Rauhigkeitsoperatoren ist das Sy-
stem von Differentialgleichungen (2.28), (2.32) abgeschlossen, kann also im Prin-
zip in dieser Form gelöst werden. Mit den assistierten Variablen ist allerdings eine
große Zahl von Unbekannten involviert, so dass eine weitere Vereinfachung zur
Lösung unabdingbar ist. Rossi und Kuhn beschreiben in [Ro1] eine Möglichkeit,
die assistierten Variablen zu eliminieren, die in dieser Arbeit verwendet werden
soll. Auf die Markovnäherung wird auch in [Si1] und [Ax3] näher eingegangen.

Die Gleichungen (2.32) haben die Form(
∂t + iω + γ

)
f(t) = g(t) , (2.33)

wobei die Konstante γ einem phämenologisch eingeführten, exponentiellen Zerfall

in höhere Korrelationen entspricht17. Mit der Anfangsbedingung f(t)
t→−∞−−−−→ 0,

die einem anfänglich korrelationslosen System entspricht, ist die formale Lösung
von (2.33) laut [Wal]

f(t) = e−(iω+γ)t

∫ t

−∞
dξ g(ξ)e(iω+γ)ξ . (2.34)

Unter der Annahme, dass die Quelle g(t) eine hauptsächlich oszillatorische Zeit-
abhängigkeit hat, sich also in

g(t) = e−iω̄tḡ(t) (2.35)

17Vgl. [Ax3].
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mit einem langsam veränderlichen ḡ(t) zerlegen lässt, gilt mit (2.34)

f(t) ≈ e−(iω+γ)tḡ(t)

∫ t

−∞
dξ e−iω̄ξe(iω+γ)ξ (2.36)

= g(t)
1

i(ω − ω̄) + γ
= g(t)

{
i

γ

(ω − ω̄)2 + γ2
+

(ω − ω̄)

(ω − ω̄)2 + γ2

}
.

Der Realteil beschreibt für y±
xµ und n̄±

xx̄µ Polaroneffekte, die durch angepasste
effektive Massen berücksichtigt werden [Si1, Czy] und wird deshalb weiter nicht
mitgenommen. Der Imaginärteil hat die Form einer Lorentzkurze der Breite γ,
die lt. Axt die durch die endliche Lebensdauer der assistierten Variablen beding-
te Aufweichung des Energieerhalts ausdrückt. Solche Effekte sollen hier nicht
berücksichtigt werden, die Lösung wird im Grenzfall18 γ → 0 betrachtet:

!(f(t))
γ→0−−→ π g(t) δ(ω − ω̄) .

Bei dieser sogenannten adiabatischen Elimination19 oder Markov-Näherung
wird also durch Vernachlässigung des Gedächtniskerns eine semiklassische Streu-
rate analog zu Fermis goldener Regel hergeleitet.

In den Bewegungsgleichungen (2.32) für y±
xµ und n̄±

xx̄µ übernehmen die yx und
n̄xx̄ die Rolle von g(t). An deren Differentialgleichungen (2.28) kann man erken-
nen, dass sie ohne Berücksichtigung der Terme der Wechselwirkung mit Phono-
nen oder Grenzflächenstörungen20 tatsächlich eine oszillatorische Zeitabhängig-
keit (2.35) haben. Es wird nun sofort klar, warum eine Entwicklung in die Eigen-
basis zu �ΩY wichtig war:
Nahe der Bandkante spielt die Coulombwechselwirkung eine große Rolle und nur
durch Entwicklung in die Exziton-Wellenfunktionen kann eine hauptsächlich os-
zillatorische Zeitabhängigkeit angenommen werden. Wie Siantidis in [Si1] schreibt,
legt man durch die Wahl der Basis, in der die Markov-Näherung durchgeführt
wird, fest, welche Quasiteilchen man den semiklassischen Streuraten zugrunde
legt.

18Zum Grenzübergang siehe [Fic, Nol].
19Gemeint ist hier, dass die assistierten Größen aus den Bewegungsgleichungen eliminiert

werden.
20In GaAs ist die Elektron-Phonon-Kopplung schwach, bei modernen Wachtumsmethoden

können Grenzflächenstörungen weitgehend vermieden werden. Diese Terme sind also offensicht-
lich kleine Korrekturen.
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2.5.2 Bewegungsgleichungen in Markov-Näherung

Durch Anwendung der im vorigen Abschnitt beschriebenen Markov-Näherung
erhält man für die phononassistierten Größen

y±
xµ =

−iπ

�

∫∑
x′

δ
(
[ωx ∓ ωµ]− ωx′

)
yx′

{
δ+nPh

µ Γµ∗
x′x + δ−(nPh

µ + 1)Γµ
xx′

}
(2.37)

n̄±
xx̄µ =

−iπ

�

∫∑
x̃

{
δ+nPh

µ

[
δ
(
ωx̄−ωx̃−ωµ

)
Γµ∗
x̃x̄n̄xx̃ − δ

(
ωx̃−ωx−ωµ

)
Γµ∗
xx̃n̄x̃x̄

]
+δ−(nPh

µ +1)
[
δ
(
ωx̄−ωx̃+ωµ

)
Γµ
x̄x̃n̄xx̃ − δ

(
ωx̃−ωx+ωµ

)
Γµ
x̃xn̄x̃x̄

]}
,

für die rauhigkeitsassistierten Größen ergeben sich formal identische Gleichungen.

Dieses Ergebnis, in (2.28) eingesetzt, liefert ein geschlossenes Gleichungssy-
stem für die Entwicklungskoeffizienten der hier betrachteten Größen Y2

1 und N̄23
14.

Aufgrund der speziellen Struktur der Gleichungen ist eine Erweiterung der Defi-
nition von Streumatrizen wie in (2.27) sinnvoll:

Definition 6. Streumatrizen

Γµ
xx′ ≡

∫
d3R1

∫
d3R2 Ψx∗

21

(
γe

1µ − γh
2µ

)∗
Ψx′

21 (2.38)

ΓPh
xx′x̄x̄′ ≡ −iπ

�

∑
µ

{
Γµ
xx′Γ

µ∗
x̄′x̄ nPh

µ δ
(
ωx̄−ω′

x̄−ωµ

)
(2.39)

+Γµ∗
x′xΓ

µ
x̄x̄′(n

Ph
µ + 1) δ

(
ωx̄−ω′

x̄+ωµ

)}
(2.40)

ΓIR
qxx′ ≡

∫
d3R1

∫
d3R2 Ψx∗

21

(
γIR
e1q − γIR

h2µ

)∗
Ψx′

21 (2.41)

ΓIR
xx′x̄x̄′ ≡ −iπ

�

∑
q

{
ΓIR
qxx′Γ

IR∗
qx̄′x̄ σIRδ

(
ωx̄−ω′

x̄

)
(2.42)

+ΓIR∗
qx′xΓ

IR
qx̄x̄′ σIRδ

(
ωx̄−ω′

x̄

)}
(2.43)

Γxx′x̄x̄′ ≡ ΓPh
xx′x̄x̄′ + ΓIR

xx′x̄x̄′ (2.44)

�ΩY
x′
x ≡

∫∑
x̃

Γxx̃x̃x′ (2.45)

�ΩN̄
x′x̄′
xx̄ ≡ Γ∗

x̄′x̄xx′ − Γx′xx̄x̄′ +

∫∑
x̃

{
δxx′Γx̄x̃x̃x̄′ − δx̄x̄′Γ

∗
xx̃x̃x′

}
(2.46)

Bei Verwendung dieser Definitionen und Gleichung (2.37) kann man die Bewe-
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gungsgleichungen (2.28) in der einfachen Form

i�∂tyx =�ωx yx − �Ex
�MD
eh +

∫∑
x′

�ΩY
x′
x yx′ (2.47a)

i�∂tn̄xx̄ =
(
�ωx̄ − �ωx

)
n̄xx̄ (2.47b)

+

∫∑
x′x̄′

�ΩN̄
x′x̄′
xx̄

{
n̄x′x̄′ + y∗

x′yx̄′
}
−

∫∑
x̃

{
y∗
x

(
�ΩY

x̃
x̄yx̃

)
+ yx̄

(
�ΩY

x̃
xyx̃

)∗}

schreiben, die den Ausgangspunkt der Analyse des Modells bilden soll. Wie man
sieht, handelt es sich um eine lineare Differentialgleichung mit konstanten Koef-
fizienten, deren Lösung nach Diskretisierung theoretisch durch Diagonalisierung
von �ΩY

x′
x und �ΩN̄

x′x̄′
xx̄ als Standardverfahren [Wal] bestimmt werden kann. Es

stellt sich allerdings heraus, dass aufgrund der Größe dieses sehr einfachen Glei-
chungssystems ein anderer Weg eingeschlagen werden muss.

2.6 Analytische Lösung von yx

Wie im letzten Abschnitt erwähnt, haben die Differentialgleichungen (2.47) eine
sehr einfache Struktur, es handelt sich um lineare Differentialgleichungen mit
konstanten Koeffizienten. Durch Diagonalisierung der Streumatrizen kann die
Lösung explizit bestimmt werden.

Handelt es sich bei den Gleichungen (2.47) um ein gekoppeltes System von
Differentialgleichungen, so besteht doch die Kopplung nur in eine Richtung. Die
yx gehen als Quelle in die Gleichung für die n̄xx̄ ein, die Entwicklung der yx ist aber
unabhängig von der der n̄xx̄. Aus physikalischen Sicht ist das verständlich, handelt
es sich doch bei der Größe y∗

xyx̄ um eine kohärente Exzitonendichte, die durch
Wechselwirkung mit den Phononen zerfällt und dabei die Dichte inkohärenter
Exzitonen n̄xx̄ aufbaut.

Gleichung (2.47a) für den exzitonischen Übergang yx weist eine weitere Beson-
derheit auf. Siantidis zeigt in [Si1], dass die Streumatrix �ΩY

x′
x im wesentlichen

Diagonalstruktur hat. Werden die geringen Beiträge der Nichtdiagonalelemente
vernachlässigt, so kann die Lösung dieser Gleichung für bestimmte Formen von
Laserpulsen �Ex analytisch angegeben werden. Es soll hier festgelegt werden, der
Laserpuls habe die Form

�Ex ≡ �Ex
(

1

∆t

√
2π

e
− t2

2∆2t

)(
e−iωLt + eiωLt

)
, (2.48)

es handle sich um einen Puls der Länge ∆t und Frequenz ωL mit einer zeitlich
gaußförmigen Einhüllenden. Der Frequenzanteil eiωLt wird im Sinne der rota-
ting wave approximation als nichtresonanter Anteil vernachlässigt. Wie in [Wal]
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beschrieben, kann mit dem Verfahren der Variation der Konstanten mit der An-

fangsbedingung yx
t→−∞−−−−→ 0 die Lösung nun mit den Abkürzungen

γx ≡ i
�
�ΩY

x
x Ωx ≡ i(ωL − ωx) + γx (2.49)

explizit angegeben werden:

yx(t) = i
�

�Ex �MD
eh e−(iωx+γx)te

(Ωx∆t)
2

2
1

2

{
Errf

(
t√
2∆t

+ Ωx∆t√
2

)
+ 1

}
(2.50)

Man erkennt hier leicht die Wirkung der wichtigsten Beiträge. Der Faktor e−(iωx−γx)t

beschreibt Oszillationen und den exponentiellen Zerfall, 1
2
(Errf

(
t√
2∆t

+ Ωx∆t√
2

)
+1)

beschreibt die Erzeugung durch den Laser, der Faktor nimmt für t → −∞ den
Wert Null, für t →∞ den Wert Eins an.

2.7 Transformation auf Boltzmannform

2.7.1 Struktur der Gleichung, Fall homogener Anregung

Wie schon in Abschnitt 2.36 angesprochen, hat die die Dynamik bestimmende
Bewegungsgleichung (2.47b) eine äußerst einfache Struktur: Es handelt sich (nach
Diskretisierung im Impulsraum) um eine gewöhnliche Differentialgleichung mit
konstanten Koeffizienten. Dennoch ist es nicht möglich, die Gleichung in dieser
Form zu lösen, da der Aufwand den durch die zur Verfügung stehenden Rechner
vorgegebenen Rahmen sprengt.

Nach Transformation auf die Form einer Boltzmanngleichung ist es möglich,
sehr wirkungsvolle Algorithmen zu verwenden und diese Probleme zu umgehen. In
diesem Abschnitt wird der Grenzfall homogener Anregung dargelegt, im nächsten
diese Transformationen und durchgeführte Näherungen erläutert. In Abschnitt
1.8 wird die, sich zur numerischen Lösung anbietende, ,,Ensemble-Monte-Carlo”-
Methode eingeführt.

Deutung der Entwicklungskoeffizienten

Eingeführt wurden die n̄xx̄ als Entwicklungskoeffizienten der inkohärenten Exzi-
tondichte N̄23

14 bezüglich der Eigenbasis von �ΩY
2
1. Nach Durchführung der Mar-

kovnäherung in dieser Basis hat man sich auf Exzitonen als relevante Quasiteil-
chen festgelegt, Gleichung (2.47b) definiert die Dynamik der Dichtematrix n̄xx̄

im Exzitonbild.
Die Indizes x, x̄ = (ν, K), (ν̄, K̄) bezeichnen Bindungszustand und Impuls

der beteiligten Exzitonzustände. Die folgende Definition fasst die Impulse zu
Relativ- und Schwerpunktsimpulsen zusammen, deren Bedeutung durch die Wig-
nertransformation (1.59) klar wird21:

21Trotz gleicher Benennung sind die Größen r und R nicht mit denen aus (2.15c) identisch.
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Definition 7. Relativ- und Schwerpuntskoordinaten zu n̄xx̄

Impulse : K+ ≡ 1
2
(K̄ + K) (2.51a)

K− ≡ K̄ −K

Ort : R ≡ 1
2
(RK̄ + RK) (2.51b)

Die Koordinaten RK̄ und RK bezeichnen die über Fouriertransformation mit
den entsprechenden Impulsen verknüpften Orte. Wie in 1.7 gezeigt, hängt der
Relativimpuls mit dem Schwerpunktort zusammen.

Vereinfachung im Fall homogener Anregung

In dem Fall, dass eine räumlich homogene Anregung erfolgt, muss die gemäß
(1.59) transformierte Exzitonverteilung n̄νν̄(R, K+) vom Schwerpunktsort R un-
abhängig sein, was explizit leicht nachzuvollziehen ist:
Für ein räumlich homogenes Lichtfeld gilt �E(K) = �E δ(K) und damit laut (2.50)
yx = yνδ(K). Aufgrund der speziellen Struktur der Streumatrizen22

�ΩN̄
x′x̄′
xx̄ gilt

so für die Exzitonendichte n̄xx̄ = n̄νν̄(K̄) δ(K−).

Ist weiterhin das eingestrahlte Lichtfeld zeitlich langsam veränderlich23, so
wird der exzitonische Übergang energetisch scharf angeregt24 und die kohärente
Exzitonendichte als Quelle ist diagonal in den Zuständen ν. Werden nun Neben-
diagonalelemente nicht durch Streuung nachträglich erzeugt, wird die Dynamik
vollständig durch die exzitonischen Besetzungszahlen n̄x ≡ n̄xx bestimmt und es
ergibt sich aus (2.47b) der Zusammenhang [Ax3]:

�∂tn̄x =

∫∑
x′

{
Rxx′(n̄x′ + y∗

x′yx′)−Rx′xn̄x + y∗
xyx)

}
+ 2!

(
�ΩY

x
x

)
y∗
xyx̄ . (2.52)

Die Streuraten Rxx′ sind definiert als

Rxx′ = −2!(Γx′xxx′) . (2.53)

Sie erfüllen die Eigenschaften (1.46) der in 1.6.2 eingeführten Streumatrizen R̃
und übernehmen deren Rolle in der noch herzuleitenden Transportgleichung.

Es ist also deutlich geworden, dass der Relativimpuls Information über die
räumliche Verteilung der Exzitonen enthält. Im nächsten Abschnitt wird die Be-
schränkung auf homogene Anregung aufgegeben.

22Zur expliziten Berechnung der Streumatrizen siehe [Si1]. Es gilt
Γxx′x̄x̄′ ∝ δ

(
(K̄ ′ −K ′)− (K̄ −K)

)
.

23Als fast konstant wird die Einhüllende �E angenommen.
24Bei der analytischen Lösung (2.50) entspricht das dem Grenzfall ∆t →∞.
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2.7.2 Inhomogene Anregung, K-Wignertransformation

Bei Anregung mit einem inhomogenen Lichtfeld gilt �E(K) �= �E δ(K), die erzeugte
Exzitonverteilung n̄xx̄ wird nicht mehr diagonal in K, K̄ sein. Der Laser soll
ein räumliches Gaußprofil einer Breite der Größenordnung eines Mikrometers
haben, einer Ausdehnung, die groß gegenüber der typischen Exzitonausdehnung
von 1 aBohr ist.

Es wird also E(K) nur für mit typischen Schwerpunktimpulsen verglichen klei-
nen Impulsen von Null verschieden sein, was entsprechend auch für die erzeugte
Exzitonendichte gilt. Im Folgenden wird die Annahme gemacht, die Streumatri-
zen �ΩY

x
x′ und �ΩN̄

x′x̄′
xx̄ seien so langsam von den Impulsen abhängig, dass ihre

Abhängigkeit von den K− im angeregten Bereich vernachlässigbar ist. Dieser An-
nahme entspricht nach Wignertransformation die Unabhängigkeit der Streuung
vom Schwerpunktsort. Weiter wird hier die in 2.6 besprochene Diagonalität der
�ΩY

x
x′ benutzt.

Die Bewegungsgleichung (2.47b) wird gemäß der in (1.59) definierten Wigner-
transformation von den Indizes xx̄ = (ν, K)(ν̄, K̄) auf die Größen (ν, ν̄; K+, R)
transformiert und der Einfachheit halber eine transformierte kohärente Exziton-
dichte definiert:

y∗yνν̄(K
+, R) ≡ 1√

2π

∫
dq y∗

ν,K+− q
2

yν̄,K++ q
2

eiqR

Man erhält

i�∂tn̄νν̄(K
+, R) =

{
−2i �

2

2M
K+ ∂R + �

2

2µ

(
ν̄2 − ν2

)}
n̄νν̄(K

+, R) (2.54a)

+

∫∑
ν′ν̄′K+′

�ΩN̄
ν′ν̄′K+′

νν̄K+

{
n̄ν′ν̄′(K

+′
, R) + y∗yν′ν̄′(K

+′
, R)

}
(2.54b)

−
{
�ΩY

ν̄K+

ν̄K+ + �ΩY
νK+

νK+

}
y∗yνν̄(K

+, R) . (2.54c)

2.7.3 ν-Wignertransformation

Durch Fouriertransformation bezüglich des Relativimpulses konnte die Bewe-
gungsgleichung für n̄xx̄ entscheidend vereinfacht werden (2.54). Es ist dennoch
nicht möglich, die Bewegungsgleichung in dieser Form zu lösen. In [Si1] wur-
de der Weg eingeschlagen, homogene Anregung zu betrachten, bei der n̄xx̄ als
diagonal in den Zuständen angenommen werden kann. Steht allerdings, wie in
dieser Arbeit, das Wechselspiel von energetischer Relaxation und Transport im
Vordergrund, so ist diese Annahme nicht sinnvoll. Durch Wignertransformation
bezüglich der Zustände ν kann allerdings dieses Problem gelöst werden.
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Abbildung 2.1: Die Linearkombinationen der entarteten geraden und ungeraden
Zustände (links) sind Zustände mit endlichem Impulserwartungswert (rechts).

Exzitonisches Spektrum und Kohärenzen

Die Diagonalisierung des Operators �ΩY
2
1 gemäß 2.4 liefert die Exiton-Wellen-

funktionen und das zum Operator gehörige Spektrum, das einen diskreten Anteil
gebundener Zustände und einen kontinuierlichen Anteil ungebundener Zustände
enthält. Im kontinuierlichen Teil des Spektrums gibt es zu jedem Eigenwert jeweils
eine gerade und eine unerade Eigenfunktion25.

Zur Vorbereitung der folgenden Transformation sollen diese entarteten Zustände
neu kombiniert werden (Abb. 2.1).

Aus zwei entarteten Zuständen ϕν(k) und ϕν̄(k) werden Funktionen

ϕ̃+|ν|(k) ≡ 1√
2

{
ϕν(k) + ϕν̄(k)

}
ϕ̃−|ν|(k) ≡ 1√

2

{
ϕν(k)− ϕν̄(k)

}
(2.55)

konstruiert. Da die ursprünglichen Funktionen gerade bzw ungerade sind, haben
die neuen Funktionen die Eigenschaft, jeweils auf eine Seite konzentriert zu sein
(Abb. 2.1). Außerdem gilt

ϕ̃+|ν|(k) = ±ϕ̃−|ν|(−k) .

Diese Umsortierung bietet nun folgenden Vorteil:
Die in den Eigenenergien Eν ≡ �

2

2µ
ν2 vorkommenden Indizes ν können im transfor-

mierten, kontinuierlichen Teil des Spektrums als innerer Impuls gedeutet werden.
Es handelt sich also bei den entarteten Zuständen um solche, in denen sich Elek-
tron und Loch aufeinander zu oder voneinander weg bewegen. Wie man in Abb.
2.1 erkennt, haben die Impulserwartungswerte (〈p〉 ∝ 〈k〉)

〈k〉+|ν| ≡
∫

k|ϕ̃+|ν|(k)|2dk = −〈k〉−|ν|

25Die Entartung wird durch die periodische Fortsetzung zur Diskretisierung (2.4.1) aufge-
hoben. Bei den verwendeten Diskretisierungen allerdings unterscheiden sich die Eigenenergien
kaum.
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endliche Werte. Gerade und ungerade Zustände dagegen sind als stehende Wellen
zu interpretieren.

Die neue Indexmenge {ν} zur Bezeichnung der Wellenfunktionen beinhaltet
also Indizes zur Nummerierung des diskreten Anteils und solche zur Nummerie-
rung des kontinuierlichen Anteils, wobei immer positive ν Funktionen bezeichnen,
die zu positiven Impulsen gehören, negative solche negativer Impulse bezeichnen.

Behandlung des diskreten Spektrums

Die inkohärente Exzitondichte n̄νν̄(K
+, R) beinhaltet Informationen über Beset-

zungen (ν = ν̄), wie sie im Fall homogener Anregung wichtig sind, sowie Nicht-
Diagonalterme (ν �= ν̄), die Phasenbeziehungen beschreiben. Insbesondere be-
schreiben Nebendiagonalen im kontinuierlichen Teil des Spektrums die räumliche
Trennung von Elektronen und Löchern.

Da energetisch recht scharf angeregt werden soll und Streuprozesse Kohären-
zen eher ab- als aufbauen, soll angenommen werden, für gebundene Zustände,
also für den diskreten Anteil des Spektrums, seien nur Besetzungen wichtig. Es
ist also anzusetzen, für Indizes ν oder ν̄ diskreter Zustände gelte n̄νν̄ = n̄νν̄ δν,ν̄ .
Vernachlässigt werden hier nur Phasenbeziehungen zwischen gebundenen und un-
gebundenen oder zwei gebundenen Zuständen. Die für den Transport wichtigen
Kohärenzen im kontinuierlichen Teil des Spektrums werden weiterhin berücksich-
tigt.

Transformation des kontinuierlichen Anteils

Da also im kontinuierlichen Anteil des Spektrums die Indizes ν als Impulse zum
Abstand von Elektronen und Löchern identifiziert werden können, wird es sinn-
voll, wie schon für Exzitonimpulse eine Wignertransformation durchzuführen.
Der über Fouriertransformation mit dem inneren Relativimpuls verknüpfte Ort
r bezeichnet dann den Abstand von Elektronen und Löchern in ungebundenen
Zuständen. Es sei entsprechend definiert:

Definition 8. Innere Relativ- und Schwerpuntskoordinaten zu n̄xx̄

Impulse : ν+ ≡ 1
2
(ν̄ + ν) (2.56a)

ν− ≡ ν̄ − ν

Ort : r
F
� ν− (2.56b)

Nach Wignertransformation bezüglich des relativen inneren Impulses ν− erhält
man aus (2.54) die Differentialgleichung
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i�∂tn̄ν+,K+(R, r) =
{
−2i �

2

2M
K+ ∂R − 2i �

2

2µ
ν+ ∂r

}
n̄ν+K+(R, r) (2.57a)

+W
[ ∫∑

ν′ν̄′K+′

�ΩN̄
ν′ν̄′K+′

νν̄K+

{
n̄ν′ν̄′(K

+′
, R) + y∗yν′ν̄′(K

+′
, R)

}

−
{
�ΩY

ν̄K+

ν̄K+ + �ΩY
νK+

νK+

}
y∗yνν̄(K

+, R)

]
, (2.57b)

wobei die Wignertransformation W definiert ist als

W [fνν̄ ] ≡
∫ +∞

−∞
dν−f

ν+− ν−
2
,ν++ ν−

2

eiν
−r = fν+(r) . (2.58)

Zur Vereinfachung der Nomenklatur wird hier jeweils vorausgesetzt, dass die
Transformation nur für die ungebundenen Zustände gelte, der innere Ort r ist für
gebundene Zustände ν+ ohne Bedeutung.

Gleichung (2.57) macht deutlich, dass wie schon bei Wignertransformation
bezüglich K− der Term freier Propagation in die für Boltzmanngleichungen ty-
pische Form eines Transportterms übergeht. Betrachtet man den Grenzfall ver-
schwindender Streuung, also nur den Anteil (2.57a), so ist die analytische Lösung
gegeben durch

n̄ν+K+(r, R, t) = n̄ν+K+(R0 − 2K+ �
2

2M
t , r0 − 2ν+ �

2

2µ
t) .

Innere und äußere Orte entwickeln sich gemäß der vorgegebenen Impulse (Abb.
2.1).

Wichtig wird der innere Ort r bei z.B bei der Berechnung der Elektronen-
oder Lochdichte mit Hilfe der Spurrelation (1.37, 2.7.4). Nicht-Diagonalemelente
von n̄νν̄ können im Kontinuum nicht vernachlässigt werden, da die zugehörigen
Zustände nicht gebunden, also nicht normierbar sind. Wie von ebenen Wellen
bekannt, sind kohärente Überlagerungen notwendig, um zum Beispiel bei der
Berechnung von Elektronendichten Wellenpakete mit endlicher Ortsausdehnung
zusammenzusetzen (siehe 2.62). Zu erwartende Effekte, wie die Trennung von
schnellen Elektronen und langsamen Löchern bei Abwesenheit von Streuung, sind
nur bei Berücksichtigung dieser Kohärenzen, also mit der oben beschriebenen
Transformation zu erklären (siehe Abschnitt 3.3).

Ortsabhängigkeit der Streuung

Die in (2.57b) formal durchgeführte Transformation des Streuterms lässt sich
nicht ohne großen Aufwand analytisch vereinfachen. Eine numerische Transfor-
mation kommt bei den zur Verfügung stehenden Resourcen nicht in Frage. In
dieser Arbeit soll deshalb gemäß 2.7.2 die Ortsabhängigkeit der Streuung ver-
nachlässigt werden.
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Zusammenspiel der Orte r und R

In 2.7.2 wurde die Unabhängigkeit der Streuung vom Schwerpunktsort R be-
gründet. In ersten Abschätzungen konnte nachgewiesen werden, dass nach Trans-
formation bezüglich ν− und K− der Streuterm in komplizierter Weise von einer
Kombination der Orte r und R abhängt. Eine Vernachlässigung nur einer Orts-
abhängigkeit wird nicht sinnvoll sein.

Ein anschauliches, stark vereinfachtes Modell lässt ein Verständnis zu: Im
Grenzfall einer homogenen Verteilung bezüglich r und R befinden sich für alle
Orte in einer gewissen Umgebung gleich viele Elektronen wie Löcher. Die Streu-
ung mit Phononen sollte unabhängig von den Orten sein.

Stellt man sich allerdings eine Verteilung vor, in der die Schwerpunktvertei-
lung scharf ist und Elektronen und Löcher weit voneinander getrennt sind, so
sollte keine Phononstreuung in enggebundene Bindungszustände möglich sein,
da in einer kleinen Umgebung zu Elektronen keine Löcher zu finden sind. Tests
haben gezeigt, dass innere und Schwerpunktorte durchaus die gleiche Größenord-
nung haben können und nur in Kombination sinnvoll sind.

Schwerpunkts- und innerer Ort werden also bei der Streuung eine gleichbe-
rechtigte Rolle spielen. Bei örtlich langsam veränderlichen Verteilungen ist die
Vernachlässigung dieser Abhängigkeiten aber eine gute Näherung.

Vernachlässigung der Ortsabhängigkeit

Die Vernachlässigung der Ortsabhängigkeit des Streuterms (2.57b) kann gut be-
gründet werden. Bei Anregung mit nicht zu kurzen Laserpulsen wird eine exzi-
tonische Besetzung energetisch scharf erzeugt. Das heisst ν− � ν+. Nimmt man
an, der Streuterm sei in den νν̄ langsam veränderlich, so ist nach Transformation
die Ortsunabhängigkeit in guter Näherung gegeben.

Es ergibt sich die Bewegungsgleichung

�∂tn̄x+(R, r) =
{
−2 �

2

2M
K+ ∂R − 2 �

2

2µ
ν+ ∂r

}
n̄x+(R, r) (2.59a)

+

∫∑
x′

{
Rx+x′

(
n̄x′(R, r) + y∗yx′(R, r)

)
−Rx′x+

(
n̄x+(r, R) + y∗yx+(R, r)

)}
(2.59b)

− 2!(�ΩY
x+

x+)y∗yx+(R, r) . (2.59c)

2.7.4 Elektron- und Lochdichte

Dichten vor ν-Transformation

Über die Spurrelation (1.37) sind durch die Exzitondichte (Y2∗
1 Y3

4 und N̄23
14) auch

Elektron- (C12) und Lochdichte (D12) festgelegt. Mit den Entwicklungskoeffizien-
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ten nxx̄ ≡ y∗
xyx̄ + n̄xx̄ ergibt sich

C12 =

∫∑
xx̄

nxx̄T
xx̄
12 mit Txx̄

12 ≡
∫

d�R Ψx∗
�R1

Ψx̄
�R2

. (2.60)

Die Abhängigkeit der Verteilung vom Ort senkrecht zur Drahtrichtung ist
durch die unterste Drahtmode gegeben und nicht weiter interessant. Sie wird
zum Faktor α ≡ ue

01(�R⊥1)u
h
01(�R⊥2) zusammengefasst. Für Orte und Impulse in

Drahtrichtung erhält man26 als Impulsverteilung [Si1]

C(K) = α
√

2π
2

∫∑
νν̄

∫
dK̃

∫
dR nνν̄(R, K̃)

{
ϕ∗
ν(K− µeK̃)ϕν̄(K− µeK̃)

}
, (2.61)

als Ortsdichte27

C(R) = α
µh

∫∑
νν̄

∫
dK

∫
dR̃ nνν̄(R̃, K)

{
ϕ∗
ν(

R−R̃
µh

)ϕν̄(
R−R̃
µh

)
}

. (2.62)

Gleichung (2.62) zeigt sofort, weshalb die in [Si1, Si2] vorgeschlagene Nähe-
rung, in der nur die Diagonale n̄νν der Exzitondichte berücksichtigt wird, für die
Berechnung der Elektronendichte im inhomogenen Fall nicht sinnvoll ist: Unge-
bundene Zustände ϕν sind nicht normierbar, ohne Nichtdiagonalterme ist keine
örtlich begrenzte Elektronendichte konstruierbar.

Dichten im Grenzfall großer Anregungsenergie

Im Grenzfall verschwindender Coulomb-Wechselwirkung in (2.11) sind Exziton-
Wellenfunktionen ebene Wellen und die Zustandsdichte (2.26) ist konstant. Die
ν-Wignertransformation (2.58) kann in diesem Fall analytisch ausgeführt werden.
Da bei großen Eigenenergien die Coulomb-Wechselwirkung weniger wichtig ist,
wird bei der Transformation von Txx̄

12 in (2.60) dieser Fall angesetzt. Aus der
Exzitonendichte kann so die Elektronendichte leicht berechnet werden:

C(R) = α
√

2π

∫
dνρ(ν)

∫
dK

∫
dr nνK(µhr −R, r) . (2.63)

Der Vorteil dieser Approximation liegt darin, dass damit auch große innere Abstände
r behandelt werden können. Die numerisch bestimmten Wellenfunktionen sind
bei den verwendeten Diskretisierungen auf, in diesem Zusammenhang, zu kleinen
Intervallen periodisch fortgesetzt.

26Definiert werden weiterhin die Massenanteile von Elektron und Loch

µh ≡
mh

me +mh
µe ≡

me

me +mh
.

27Es handelt sich um die Diagonale der für Pump-Probe Signale wichtigen Dichtematrix C12.
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Kapitel 3

Numerische Ergebnisse

3.1 Überblick

Das Ziel dieser Arbeit ist es, die örtlich und zeitlich aufgelöste Ladungsträgerdy-
namik nach optischer Anregung zu untersuchen. Bevor in diesem Kapitel Ergeb-
nisse der Simulation präsentiert und mit experimentellen Messungen verglichen
werden, soll Abschnitt 3.2 eine anschauliche Interpretation der Streuvorgänge
und eine kurze Darstellung experimenteller Methoden liefern.

Bei der Wignertransformation in Abschnitt 2.7.3 wurde deutlich, dass eine
Voraussetzung für die Unabhängigkeit der Streuung von Schwerpunkt- und Re-
lativort eine vernachlässigbare Trennung von Elektronen und Löchern ist. In 3.3
wird diese Näherung eingehend untersucht.

Die Relaxation der Exzitonverteilung n̄x(R, r) spielt die entscheidende Rolle in
der Dynamik. In Abschnitt 3.4 wird die Relaxation im Hinblick auf die Besetzung
von Exziton- und Impulszuständen untersucht.

Die Streuung an Phononen ist von deren Besetzungszahlen und damit auch
von der Gittertemperatur abhängig. Über die Zustandsdichte des exzitonischen
Spektrums ergibt sich zusätzlich eine starke Abhängigkeit der Streuvorgänge von
der Frequenz des anregenden Lichtfelds. Beide Aspekte werden in Abschnitt 3.5
untersucht.

Im behandelten Modell wurden verschiedenartige Kopplungen berücksichtigt.
Es zeigt sich, dass alle Mechanismen bei den untersuchten Anregungsbedingungen
wichtig sind und sich auf komplexe Weise ergänzen. Abschnitt 3.6.

Die Erweiterung des Modells auf inhomogene Anregung macht es möglich, das
Wechselspiel von Relaxation und Transport zu untersuchen. Abschnitt 3.7.

Zur Untersuchung der Antwort von Halbleitern auf optische Anregung gibt
es verschiedene experimentelle Methoden (3.2.2). In 3.8 werden die unterschied-
lichen Messgrößen verglichen. Charakteristische Unterschiede können aufgezeigt
werden.

59



60 KAPITEL 3. NUMERISCHE ERGEBNISSE

E
n
e
r
g
i
e

Schwerpunktimpuls

E1s

EBK

E1s+ELO

EBK+ELO

E1s+2ELO

Anregung

LO

LO
LO

IR

IR

Akustisch

1s
 E
xz
it
on

2s
 E
xz
it
on

Ba
nd
ka
nt
e

Abbildung 3.1: Schematische Darstellung der Dynamik. Es streuen lt. 2.5.1 Elektron-
Loch-Paare (Exzitonen). Aufgetragen sind daher Exzitonzustände und Schwerpunkt-
impuls gegen die Gesamtenergie. Angedeutet sind die Zustandsdichte durch eine Pa-
rabel je Zustand ν, typische Energiestufen, die Anregung bei kleinen Impulsen und
das Wechselspiel der verschiedenen Wechselwirkungen. Die Emission von optischen
Phononen ist bei den Energien E1s + nELO und EBK + nELO sehr effizient.

3.2 Einführende Betrachtungen

3.2.1 Veranschaulichung des Modells

Bei der Diskussion der numerischen Lösung des Modells (2.59) ist es hilfreich,
das folgende anschauliche Modell vor Augen zu haben. Berücksichtigt wurden
verschiedenartige Wechselwirkungen, die Streuung mit optischen Phononen der
Energie 36.4 meV, mit akustischen Phononen linearer Dispersion und schließ-
lich elastische Streuungen an Grenzflächenrauhigkeiten (IR). In Abb 3.1 wurde
versucht, die Verschiedenartigkeit der unterschiedlichen Kopplungen und deren
Wechselspiel zu verdeutlichen.
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Zustandsdichte und Anregungsenergie

Durch optische Anregung werden Exzitonen mit kleinen Impulsen erzeugt1 und
streuen dann. Die in Abb. 3.1 eingetragenen Parabeln deuten die Zustandsdichte
(2.26) und die im Impuls quadratische kinetische Energie an2, die erst durch
Streuung aufgebaut wird.

Typische Energien sind durch die Zustandsdichte und starke Kopplung an op-
tische Phononen gegeben. Die Zustandsdichte nahe der Bandkante ist besonders
groß und die Streuung in den 1s-Zustand besonders effizient. Daher ist ein rascher
Zerfall bei den eingetragenen Energien E1s+nELO und EBK +nELO zu erwarten.

Aufbau kinetischer Energie

Bei elastischer Streuung geben Exzitonen keine Energie ab, die innere Energie
kann komplett in kinetische Energie umgewandelt werden. Bei Streuung mit op-
tischen Phononen wird eine Überschussenergie bezüglich der typischen Energien
E1s + nELO und EBK + nELO aufgrund des Energieerhalts bei Streuung (2.36)
in kinetische Energie übergehen. Siehe hierzu Abb. 3.10.

Diese bezüglich des Gleichgewichts überschüssige kinetische Energie kann
durch Emission von akustischen Phononen abgebaut werden. Wird resonant an-
geregt, so kann durch Absorption von Phononen Energie aufgenommen werden.

3.2.2 Experimentelle Methoden

Das in dieser Arbeit behandelte Modell beschreibt den Zusammenhang zwischen
optischer Anregung, Dephasierung, energetischer Relaxation und Transport von
Ladungsträgern in einem GaAs Quantendraht. Solche Kurzzeit-Transporteffekte
in Heterostrukturen können seit 1992 experimentell untersucht werden [Yoo] und
stoßen auch in letzter Zeit noch auf großes Interesse [Ax1, Gro, Vol, Zh1, Zh2,
Zh3, Zh4, Neu, Gur, Bu1, Bu2].

Zur Zeit ist die Herstellung von Quantendrähten, die in ihrer Qualität mit
Quantenfilmen vergleichbar sind, nicht möglich. Zudem sind für technische An-
wendungen Quantendrähte nicht von Bedeutung, so dass bei Experimenten zu-
meist Quantenfilme untersucht werden. Daher können die hier angestellten Ver-
gleiche nur qualitativer Natur sein. Trotz typischer Unterschiede, die sich z.B.
durch unterschiedliche Zustandsdichten der (quasi-) ein- und zweidimensionalen
Systeme ergeben, kann eine sehr ähnliche Dynamik beobachtet werden.

Laut [Mei] spielen sich Relaxation und Thermalisierung auf einer Zeitskala
von Piko- bis Mikrosekunden (10−12 − 10−6 s) ab. Bei typischen Ladungsträger-
geschwindigkeiten muss damit eine Ortsauflösung von rund 1

10
µ = 10−7 m erreicht

1Wegen c� vSchall sind Impulse der Phononen sehr viel größer als die der Photonen.
2Eingezeichnet sind die der Diskretisierung in Abschnitt 2.4.1 entsprechenden Zustände. Im

Kontinuum fallen jeweils zwei Zustände energetisch zusammen.
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Der die Probe anregende Strahl wird
in einem Objektiv kolliminiert und
mit einer auf die Probe aufgebrach-
ten ,,solid immersion” Linse weiter fo-
kussiert. Das Lumineszenzsignal wird
vom selben Objektiv gesammelt und
in der Brennebene mit einer Lochblen-
de örtlich begrenzt. Die Ortsauflösung
erreicht 200 nm, die Zeitauflösung be-
trägt 5 ps.

Abbildung 3.2: Experimenteller Aufbau von Lumineszenzmessungen, H. Zhao (H.
Kalt, Karlsruhe). Aus [Zh3].

werden. Orts- und zeitaufgelöste Experimente können als Lumineszenz- oder
Pump-Probe Messungen realisiert werden. Auf diese Messtechniken soll näher
eingegangen werden.

Lumineszenzmessungen

In den letzten Jahren wurden einige orts- und zeitaufgelöste Lumineszenzexperi-
mente durchgeführt, insbesondere in Karlsruhe [Neu, Gur, Zh1, Zh2, Zh3, Zh4].
Abb. 3.2 zeigt schematisch den Aufbau solcher Messungen. Prinzipiell wird ei-
ne Probe mit kurzen Pulsen angeregt. Die nach optischer Rekombination von
Exzitonen emittierte Lumineszenz wird in der Apparatur aufgefangen und auf
eine Lochblende fokussiert. Durch Verschieben dieser Blende sind ortsabhängige
Messungen bis zu einer Genauigkeit von 400 nm möglich.

Wie in [Si1, Ro1] gezeigt wird, bildet die inkohärente Exzitondichte n̄xx bei
kleinen Schwerpunktimpulsen K die Quelle der Lumineszenz außerhalb der Rich-
tung des anregenden Lichtfeldes.

Pump-Probe Messungen

In Pump-Probe Experimenten wird eine dünne Probe (der Dicke L) mit einem
Pump-Puls angeregt. Ein Testpuls (Probepuls) fragt die Anregung des Halbleiters
ab, der transmittierte Anteil wird gemessen. Der Testpuls kann, wie in Abb. 3.3
gezeigt, örtlich und zeitlich versetzt eingestrahlt werden. Im Allgemeinen wird
die differentielle Absorption

−∆αL ≡
|Eprobe|2Pump an − |Eprobe|2Pump aus

|Eprobe|2Pump aus
gemessen [Vol], also der normierte Unterschied zwischen Transmission mit und
ohne Pumpstrahl.



3.3. TRENNUNG VON ELEKTRONEN UND LÖCHERN 63

Abbildung 3.3: Schematische Dar-
stellung von Pump-Probe Mes-
sungen, S. Grosse (J. Feldmann,
München). Aus [Gro].
Die Probe wird mit einem Pump-
Puls angeregt, der Testpuls kann
zeitlich (τ) und örtlich (ξ) versetzt
eingestrahlt werden. Goldstruktu-
ren (,,nanoruler”) erlauben es, die
Verschiebung zu messen.

Zur Berechnung dieses Signals muss prinzipiell die Antwort des Systems in
dritter Ordnung im elektrischen Feld berechnet werden. Unter bestimmten Be-
dingungen3 gilt allerdings [Sha, Kno]

∆α(R) ≈
[
1− C(R)−D(R)

]
α0 .

In dieser Arbeit werden Simulationsergebnisse insbesondere mit Pump-Probe
Messungen aus [Ax1, Gro, Vol] verglichen.

3.3 Trennung von Elektronen und Löchern

3.3.1 Grenzfall freier Propagation

Die zeitliche Dynamik der Exzitondichte ohne Streuung, gegeben durch (2.59),
ist die einer freien Bewegung. Wird eine Anfangsverteilung vorgegeben4, so ergibt
sich das in Abb. 3.4 dargestellte Szenario: Exzitonen werden mit verschwinden-
dem Schwerpunktimpuls erzeugt, die Schwerpunktverteilung bleibt also zeitlich
konstant. Bei Anregung über der Bandkante trennen sich Elektronen und Löcher
mit unterschiedlichen Geschwindigkeiten vom Schwerpunkt, was zur Trennung
der Ladungsträger führt.

3.3.2 Dynamik mit Streuung

Im Grenzfall kleiner Streuung wird, wie im letzten Abschnitt deutlich wurde,
die in 2.7.3 diskutierte Näherung der Ortsunabhängigkeit der Streuung nicht gut
sein. Elektronen und Löcher streuen trotz räumlicher Trennung in Zustände enger
Bindung.

3Der Zusammenhang gilt insbesondere außerhalb von Exziton-Resonanzen.
4Ohne Streuung fällt auch die Quelle in (2.59) weg.
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Abbildung 3.4: Dichten gegen Zeit und Ort bei verschwindender Streuung, ana-
lytisches Resultat. Links (C) die Elektronendichte, rechts (C-D) die Differenz von
Elektronen- und Lochdichte. Die schweren Löcher bewegen sich langsamer als die
leichten Elektronen. Anregung 10 meV über BK.

Die Stärke der Streuung variiert mit Temperatur und Anregungsenergie. Die
Abbildungen 3.5 und 3.6 zeigen in der linken Spalte die Elektronendichte, in der
rechten die Differenz zwischen Loch- und Elektronendichte.

Bewegung der Elektronen

Die Relativgeschwindigkeit zwischen Elektronen und Löchern ist größer als die
der Schwerpunktbewegung, wie in beiden Abbildungen (3.5, 3.6) ist zu erkennen
ist: Bevor sich die Verteilung stark verbreitert, trennt sich von ihr ein Teil der
Elektronen. Die Geschwindigkeit entspricht der Anregungsenergie.

Bei einer Anregung von 30 meV (10 K) ist zu erkennen, dass sich ein räumlich
scharf begrenzter Teil der Elektronen schnell, ein anderer, weniger gut lokalisierter
Teil, langsam von der Verteilung wegbewegt. Offenbar wurde der langsamere Teil
durch einen Streuprozess erzeugt.

Trennung von Elektronen und Löchern

Der Vergleich von Abb. 3.5 und 3.6 zeigt eine bei steigenden Temperaturen
schwächer ausgeprägte Trennung der Ladungsträger. Exzitonen mit großen in-
neren Impulsen streuen recht schnell in gebundene Zustände.

Deutlicher noch ist die Abhängigkeit von der Anregungsenergie. Wird in Be-
reichen kleiner Lebensdauern angeregt, können sich Elektronen und Löcher kaum
trennen, sie streuen schnell in gebundene Paarzustände.
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Abbildung 3.5: Elektronendichte (links) und Differenz von Loch- und Elektronen-
dichte (rechts) gegen Ort und Zeit. 10 K.
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Abbildung 3.6: Elektronendichte (links) und Differenz von Loch- und Elektronen-
dichte (rechte) gegen Ort und Zeit. 60 K.

Generell ist folgendes zu beobachten: Der innere Abstand von Elektronen und
Löchern eines kleinen Teils der Exzitonen wächst schnell. Abgesehen davon ist
aber der Unterschied zwischen Elektron- und Lochdichte nicht groß.

3.4 Relaxation ins Gleichgewicht

3.4.1 Besetzungen und kinetische Energie

Der phononische Anteil der Ratengleichung (2.59) erfüllt die Eigenschaft (1.46)

R(ν, k, ν ′, k′) = e
ε(ν′,k′)−ε(ν,k)

kBT R(ν ′, k′, ν, k)

einer detaillierten Bilanz, was zur Folge hat, dass die Streuung unabhängig von
Anfangsbedingungen zu einer Relaxation ins thermodynamische Gleichgewicht
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Abbildung 3.7:
Zerfallsrate γνK
(2.49)
Wie schon im
anschaulichen
Modell in Abb.
3.1 deutlich wird,
sind die Streu-
raten stark von
Impuls und Zu-
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20 meV.
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Abbildung 3.8: Relaxation von n̄νK

Besetzungen des Zustands 1s gesamt
und bei K ≤ ∆K (oben) nach ver-
schiedenen Anregungsenergien bei 10 K
(links) und 60 K (rechts). Die mittlere
Energie der Schwerpunktbewegung bei
10 K und 60 K bei verschiedener Anre-
gungsenergie (unten).

führt. Die Simulation des hier beschriebenen Modells kann klären, in welchem
Zeitrahmen ein solcher Gleichgewichtszustand erreicht wird.

Schon die Größenordnung der Streuraten lässt erste Abschätzungen der typi-
schen Zeitenskalen zu, das komplizierte Zusammenspiel der verschiedenen Wech-
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selwirkungen führt aber zu einem komplexen Bild.
Abbildung 3.7 zeigt die Matrixelemente �ΩY

x
x, also die Zerfallsraten des exzi-

tonischen Übergangs yx aus (2.47a). Deutlich zu erkennen ist ein starker Anstieg
der Streuraten für Zustände, bei denen die Emission von optischen Phononen
möglich wird, wie es das anschauliche Modell in 3.2.1 nahelegt.

Zu sehen in Abb. 3.8 ist die Entwicklung der mittleren kinetischen Energie,
der Gesamtbesetzung des Zustands 1s und der von (1s, K≤ ∆K) zu n̄νK(r, R)
bei verschiedenen Temperaturen und unterschiedlichen Anregungsbedingungen.
Deutlich ist, dass auch bei einer Temperatur von 60 K die Besetzung der Zustände
nach 1000ps weit vom Gleichgewicht entfernt ist: Sie ist deutlich abhängig von
der Anfangsbesetzung. Die mittlere kinetische Energie dagegen -insbesondere bei
hohen Temperaturen- konvergiert im Vergleich schnell gegen thermische Werte
1
2
kBT .

3.4.2 Abweichung von thermischer Verteilung

Die Impulsverteilung, also die Größe

n̄(K) ≡
∫

dr

∫
dR

∫∑
ν

n̄νK(R, r) , (3.1)

konvergiert gegen die thermische Verteilung n̄(EK) ∝ e−EK
. Abbildung 3.9 und

3.10 zeigen die Abweichung von n̄(K) von der thermischen Verteilung. Zwei Dinge
sind offensichtlich:
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Abbildung 3.10: Abweichung der inkohärenten Exzitondichte n̄(K) (3.1) von ther-
mischer Besetzung aufgetragen gegen Schwerpunktimpuls (sign(K)EK in meV) und
Zeit. 10 K (links) und 60 K (rechts). Die Anregung bei 30 meV= E1s+ELO+13.6meV
(oben), 40 meV= EBK + ELO + 3.6meV (unten) über der Bandkante.

• Die in 3.2.1 diskutierten Überschussenergien bestimmen zu kleinen Zeiten
die Verteilung.

• Nach rund 200ps sind die Abweichungen von thermischer Besetzung klein,
hohe Temperaturen beschleunigen die Relaxation.

Offenbar verläuft die Relaxation von Besetzungen der Exzitonzustände langsa-
mer als die der Schwerpunktimpulse. Wenn auch die Impulsverteilung der thermi-
schen schon nach rund 200ps gut entspricht, befindet sich das System noch nicht
im Gleichgewicht. Für die weitere Diskussion heißt das, dass diffusiver Transport
(1.41), ein Merkmal thermischer Geschwindigkeitsverteilung, keine hinreichende
Bedingung für das Gleichgewicht der Verteilung n̄x sein kann.
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Die Interpretation der Vorgänge nach dem Schema in Abb. 3.1 stimmt mit den
Aussagen der Simulation überein. Die vorhergesagten Überschussenergien sind in
Abb. 3.10 und Abb. 3.9 eindeutig wiederzufinden. Die Matrix der Zerfallswahr-
scheinlichkeiten �ΩY

x
x in Abb. 3.7 belegt insbesondere die große Wahrscheinlich-

keit eines Übergangs von Eν + EK ≈ EBK + ELO zur Bandkante.

3.5 Äußere Bedingungen

3.5.1 Anregungsenergie und Transportlänge

Zusammenhängend mit dem von der Anregungsenergie abhängigen transienten
Überschuss an Schwerpunktimpuls ist auch die Geschwindigkeit des Transports
von Exzitonen in typischer Weise von der Frequenz des eingestrahlten Lichtfeldes
abhängig.

Dargestellt in Abb. 3.11 ist die Wurzel des mittleren Ortsquadrats
√
〈R2〉

der exzitonischen Besetzung nach 50 ps in Abhängigkeit von der Frequenz des
Lasers. Die bereits in 3.2.1 und im letzten Abschnitt vorhergesagten Energiestufen
sind in diesem Diagramm wiederzufinden. Bei Anregung nahe der Energiestufen
dominiert eine effiziente Streuung mit optischen Phononen in Zustände kleiner
Schwerpunktimpulse. Der Transport geht daher langsam vor sich.

Mittels örtlich aufgelöster Lumineszenzmessung (3.2.2) ist es möglich, die-
se typischen Energien im Transport nachzuweisen. In Abb. 3.12 aufgetragen ist
die gemessene Transportlänge gegen die Anregungsenergie. Die im Experiment
bei Messungen an Quantenfilmen gefundenen typischen Energien sind ganze LO-
Energien über dem Grundzustand: In Quantenfilmen hat die Zustandsdichte,
anders als bei Quantendrähten, an der Bandkante keine besonders großen Werte.
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Abbildung 3.12:
Transportlänge
gegen Anregung
(Eexcess=EL-E1s).
Lumineszenz-
messung: Vielfach
ZnSe Quan-
tenfilm, 7 K.
Die Messkurven
gehören zu versch.
Proben.
Aus [Zh1] (H.
Kalt, Karlsruhe).

Abbildung 3.13: Inverse Lebens-
dauer der kohärenten Exzitondichte∑

x y∗
xyx gegen die Temperatur.

Als Lebensdauer ist die Zeit bis zu ei-
nem Abfall auf den 10−5ten Teil der
Anfangsbesetzung definiert.
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Es gibt keine effiziente Streuung mit optischen Phononen auf Energien nahe der
Bandkante.

Ganz offensichtlich gibt die Simulation die Resultate des Experiments sehr
gut wieder. Ein quantitativer Vergleich ist aufgrund der durch die verschiedene
Dimensionalität schon zu erwartenden Unterschiede nicht möglich. Der in Abb.
3.12 zu erkennende starke Unterschied der Messergebnisse für verschiedene Pro-
ben zeigt, dass ein genauer Vergleich zudem eine bessere Kontrolle des Wachs-
tumprozesses erfordert.

3.5.2 Temperatur und Expansionsrate

Über die Streuung an Gitterschwingungen geht die Temperatur in die Dynamik
der Exzitonverteilung ein. Das Phononbad hat thermische Besetzung, große Tem-
peraturen lassen also starke Streuung erwarten (siehe Abb. 3.13).

Im thermischen Gleichgewicht hat die Exzitonverteilung n̄x die Temperatur
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Abbildung 3.14: Expansionsrate ge-
gen Zeit bei versch. Temperaturen.
Pump-Probe Messung im Quanten-
film bei resonanter Anregung. Be-
achte: Die Expansionsrate d

dt
〈R2〉 bei

großen Zeiten ist nicht proportional
zur Temperatur.
Aus [Gro]
(J. Feldmann, München).
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Abbildung 3.15: Exzitondichte nx(R, r). Die mittlere kinetische Schwerpunktenergie
(oben links) bei großen Zeiten ist im Gegensatz zur Expansionsrate (unten links)
proportional zu T. Die Diffusionskonstante D∗ ≡

∑
ν Dν (unten rechts) gibt das gut

wieder. Grund: Die Zerfallsrate auf dem 1s-Zustand γ1sK (2.49) (oben rechts) ist
nicht konstant. Resonante Anregung.
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des Gitters, so dass gilt Ekin = 1
2
kBT . Gemäß der Einsteinrelation (1.41) ist damit

auch die Expansionsrate d
dt
〈R2〉 proportional zur Temperatur.

Die Einsteinrelation wird aus der Bewegungsgleichung in 1.6.2 hergeleitet,
wobei unter anderem eine konstante Relaxationszeit vorausgesetzt werden muss
(1.53). Die in Abb. 3.14 dargestellten Messergebnisse zeigen, dass die Proportio-
nalität von Temperatur und Expansionsrate nicht gegeben ist5. Geht man davon
aus, dass das System zu großen Zeiten dem thermischen Gleichgewicht nahe ist,
so kann folglich die Zerfallsrate nicht konstant sein.

Die Simulation bestätigt diese Vermutung, wie Abb. 3.15 zeigt. Die mittle-
re kinetische Schwerpunktenergie konvergiert, wie behauptet, bei großen Zeiten
gegen den Wert 1

2
kBT . Die Expansionsraten dagegen zeigen eine deutliche Ab-

weichung von der Proportionalität zur Temperatur (unterschiedliche Abstände
der Kurven bei großen Zeiten). Die Diffusionskonstante

∑
ν Dν weist ein entspre-

chendes Verhalten auf.

Der Schluss aus den Betrachtungen liegt nahe: Die Diffusionskonstante (1.53)
gibt die Expansionsrate im Gegensatz zur kinetischen Energie gut wieder. Of-
fensichtlich ist die Impulsverteilung in guter Näherung thermisch, die Annahme
einer konstanten Zerfallsrate allerdings ist nicht gegeben. Der Vergleich der Vor-
aussagen des Modells mit den Messungen zeigt eine gute Übereinstimmung.

3.6 Zusammenspiel der Streumechanismen

3.6.1 Optische und akustische Phononen

Die große Rolle der optischen Phononen im Streuprozess wurde bei der Diskussion
der Abhängigkeit der Dynamik von der Anregungsenergie im letzten Abschnitt
deutlich. Es entspricht der gängigen Annahme [Zh4], dass bei Anregung im Konti-
nuum optische Phononen für die Streuung in den 1s-Zustand verantwortlich sind
und akustische Phononen dann für eine Relaxation der Impulsverteilung sorgen.

Abbildung 3.16 zeigt für eine Anregungsenergie von 30 meV, also gerade zwi-
schen den Energiestufen E1s+ELO und EBK+ELO, genau dieses Szenario. Gezeigt
ist die Impulsverteilung der inkohärenten Exzitonverteilung, wobei jeweils einzel-
ne Kopplungen unterdrückt sind. Ohne optische Phononen verläuft der Zerfall der
Polarisation langsam, erzeugt werden exzitonische Besetzungen insbesondere bei
kleinen Impulsen. Gibt es keine Kopplung an akustische Phononen, läuft nach
wie vor der Zerfall der kohärenten Exzitondichte schnell, die Impulsverteilung
allerdings relaxiert kaum.

Die in Abb. 3.17 dargestellten Szenarien machen deutlich, dass gerade nahe
der Bandkante die Dynamik nicht in dieses Schema passen muss. Ist zwar auch

5Bei Zeiten von 40-50 ps haben die zu verschiedenen Temperaturen gehörenden Kurven etwa
gleiche Abstände, die Temperaturstufen sind aber nicht gleichmäßig gewählt.
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Abbildung 3.16: Impulsverteilung n̄(K) gegen Impuls (sign(K)EK) und Zeit, sowie
relative Besetzung des 1s-Zustands. Ohne optische Phononen (oben links) langsame
Erzeugung inkohärenter Exzitonen. Ohne akustische Phononen (oben rechts) Erzeu-
gung, aber keine Relaxation zu thermischer Impulsverteilung. Ohne piezoelektrische
Kopplung (unten links) kaum Änderung gegenüber voller Wechselwirkung (vgl. Abb.
3.10). Die Relative Besetzung des Grundzustands (unten rechts) ist ohne LO klein.
50 K.

knapp unter der Schwelle E1s+ELO (bei 10 meV) die Kopplung an optische Pho-
nonen zum überwiegenden Teil an der Streuung in den 1s-Zustand verantwortlich,
so beeinflussen doch auch akustische Phononen die Dynamik stark: Ohne akusti-
sche Phononen ist die Besetzung des Grundzustands höher als mit. Offensichtlich
sorgen akustische Phononen für eine Streuung in angeregte Zustände.

Durch elastische Streuung scheinen schnelle Exzitonen aus dem Grundzu-
stand in angeregte Zustände kleiner Schwerpunktimpulse überzugehen: Eine Un-
terdrückung dieser Wechselwirkung führt zu höherer Besetzung des 1s-Zustands
bei größerer mittlerer kinetischer Energie.
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Abbildung 3.17: Inkohärente Exzitonverteilung n̄x. Besetzung des 1s-Zustands (links)
und mittlere kinetische Energie (rechts). Anregung 10 meV (oben) und 20 meV
(unten) über der Bandkante.

Oberhalb von E1s + ELO ergibt sich das alte Bild der Rollenverteilung: Ohne
optische Phononen gibt es kaum Streuung auf das 1s-Exziton, ohne akustische
Phononen bleibt die mittlere kinetische Energie praktisch konstant.

3.6.2 Piezoelektrische Kopplung, Deformationspotential

Streuung im 1s-Zustand

Für die Relaxation der Impulsverteilung im 1s-Zustand ist die Kopplung über das
Deformationspotential wichtig, die piezoelektrische Kopplung hat kaum Einfluss.
Abb. 3.16 zeigt bei einer großen 1s-Besetzung ohne akustische Phononen keine
Impulsrelaxation. Ist nur die piezoelektrische Kopplung unterdrückt, verläuft die
Relaxation praktisch unverändert (vgl. Abb. 3.10).

Streuung nahe der Bandkante

Für Besetzungen von Zuständen nahe der Bandkante wird piezoelektrische Kopp-
lung allerdings wichtig. Bei einer Anregung mit 10 meV (Abb. 3.17) dominiert
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Impulsverteilung, 40 meV ohne Deformationspot.
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Impulsverteilung, 40 meV ohne PE Kopplung
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Abbildung 3.18: Impulsverteilung n̄(K) gegen Impuls (sign(K)EK) und Zeit. Mit
allen Kopplungen (oben links), ohne akustische Phononen (oben rechts), ohne Defor-
mationspotential (unten links) und ohne piezoelektrische Kopplung. Beide Kopplungs-
mechanismen an akustische Phononen führen ähnlich schnell zur Impulsrelaxation. Die
durch elastische Streuung erzeugte Besetzung bei (1s, K≈20 meV) wird allerdings
nur durch Deformationspotentialstreuung effizient abgebaut.

zu kurzen Zeiten die piezoelektrische Kopplung die Entwicklung der kinetischen
Energie. Die mittlere Besetzung des 1s-Zustands allerdings wird von beiden Kopp-
lungsarten an akustische Phononen gleichermaßen beeinflusst. Wird nur jeweils
ein Mechanismus unterdrückt, so unterscheidet sich die Dynamik stark von der
ohne akustische Phononen. Beide Streumechanismen scheinen sich zu ergänzen.

Das in Abb. 3.18 gezeigte Szenario einer Anregung 40 meV über der Band-
kante ist geprägt von schneller LO-Streuung zur Bandkante und anschließender
langsamer Relaxation. Hier spielen alle Kopplungen eine wichtige Rolle. Ela-
stische Streuung führt zu einer Besetzung des Zustands (1s, K≈20 meV), die
durch Kopplung an das Deformationspotential relaxiert. Die Besetzung anderer
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Abbildung 3.19:
Aus [Ax1]. Pump-Probe Messung,
GaAs Quantenfilm, 50 K. (J. Feld-
mann). Zeitliche Entwicklung der Ex-
pansionsrate nach resonanter Anre-
gung, knapp unter und über der Band-
kante. Bei Anregung im Kontinuum
bildet sich ein transienter Impulsüber-
schuss.

Zustände allerdings streut etwa gleich stark sowohl durch piezoelektrische Kopp-
lung als auch durch Einfluss des Deformationspotentials.

Ein weiterer bemerkenswerter Aspekt ist in Abb. 3.17 zu sehen. Wird bei 10
meV angeregt, ist ohne Deformationspotential- oder piezoelektrische Kopplung
die relative Besetzung des 1s-Zustands klein und steigt monoton. Werden aber
beide Mechanismen unterdrückt, so ist die Besetzung anfangs sehr groß und sinkt
mit der Zeit. Offensichtlich führt Streuung mit akustischen Phononen zur Beset-
zung von Zuständen im Kontinuum. Ohne den durch sie induzierten Abbau kine-
tischer Energie bleibt die Rückstreuung vom 1s-Zustand ins Kontinuum möglich.
Die Besetzung des 1s-Zustands sinkt mit der mittleren kinetischen Energie.

3.7 Transport und Relaxation

3.7.1 Anomaler Transport durch Streuung

Die Streuung der bei verschwindend kleinen Schwerpunktimpulsen erzeugten
Elektron-Loch Paare6 führt zu einem Aufbau von kinetischer Energie und damit
zur Expansion des Ensembles.

In Abb. 3.19 ist die in einem Pump-Probe Experiment gemessene Expansi-
onsrate aufgetragen. Bezeichnend ist ein monotoner Anstieg der Expansionsrate
bis auf einen Gleichgewichtswert, wenn unterhalb der Bandkante angeregt wird.
Eine Anregung oberhalb der Bandkante erlaubt Übergänge zu besonders großen
Impulsen. Bei elastischer Streuung z.B. kann ein Übergang
(Eν = E0, EK = 0) → (Eν = 0, EK = E0) stattfinden.

In einer direkten Umsetzung des phämenologischen Modells, wie es in 3.2.1
diskutiert wird, konnten die Abb. 3.19 zugrunde liegenden Messergebnisse gut
verstanden werden. Auch das in dieser Arbeit behandelte mikroskopische Modell

6Vgl. 3.4.2 und [Ax1, Gro].
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Abbildung 3.20: Exzitondichte nx. Mittlere kinetische Energie und Expansionsrate.
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Abbildung 3.21: Expansionsrate bei 20 und 80 K für verschiedene Anregungsenergien.

sagt den transienten Überschuss an Schwerpunktimpuls richtig voraus. In Ab-
bildung 3.20 gezeigt sind Expansionsraten und mittlere kinetische Energie nach
resonanter Anregung und Anregung im Kontinuum. In Abschnitt 3.4.2 sind Im-
pulsverteilungen diskutiert.

Der Überschuss an kinetischer Energie hängt stark von der Anregungsenergie
ab7, besonders groß wird er für Anregungsenergien, für die kein effizienter Zerfall

7Vgl. 3.5.1.
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Abbildung 3.22: Exzitondichte nx.
Anregung bei 30 meV. Charakteristi-
sche Überschüsse der kinetischen Ener-
gie (oben links), der Diffusionskonstante
D∗ ≡

∑
ν Dν (oben rechts) und der Ex-

pansionsrate (unten). Die Expansionsra-
te nimmt ihr Maximum weit nach D∗

und der kinetischen Energie an.

durch Fröhlichstreuung (LO) möglich ist. In Abb. 3.21 aufgetragen sind bei 20
und 80 K die Expansionsraten für verschiedene Anregungsenergien. Interessant
ist insbesondere, dass die Kurven sich schneiden. Für gewisse Anregungsenergien
(z.B. 30 meV) ist der Überschuss besonders groß, die Relaxation ins Gleichgewicht
verläuft aber vergleichsweise schnell.

3.7.2 Ballistischer und diffusiver Transport

Nichtdiffusives Transportverhalten

Der Transport von Elektron-Loch Paaren fällt nur in Grenzfällen unter die Defi-
nition von Diffusion, wie sie in 3.7 eingeführt wird. In Abschnitt 3.4 kann gezeigt
werden, dass das Kriterium der kleinen Abweichung vom Gleichgewichtszustand
in vielen Fällen nicht erfüllt ist. Insbesondere die Besetzung der Exzitonzustände
befindet sich zu Zeiten bis 1000 ps nicht im Gleichgewicht.

Die Einsteingleichung, die voraussagt, die mittlere kinetische Energie sei pro-
portional zur Expansionsrate, gilt in den meisten Fällen nicht. Der Grund dafür
wird schon in Abschnitt 3.5.2 erläutert. Ein direkter Vergleich dieser Größen in
Abb. 3.22 zeigt das noch einmal deutlich.

Die kinetische Energie weist zu Zeiten bis rund 20 ps, gerade bei kleinen
Temperaturen, besonders hohe Werte auf. Bei großen Zeiten konvergiert sie gegen
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Abbildung 3.23: Inkoh. Exzitondichte n̄x. Mittlere kinetische Energie gegen Ort und
Zeit. Eine dunkle Färbung entspricht großen Werten. Anregung 20 meV. Bei 10 K
(links) liegt ballistischer Transport vor mit schnellen Teilchen außen, bei 80 K (rechts)
ein gleichverteilter Impuls als Anzeichen von Diffusion.

den thermischen Gleichgewichtswert, der mit der Temperatur ansteigt. Es kommt
also bzgl. der Temperatur zu einer Umkehr der Reihenfolge.

Die Entwicklung der Expansionsraten verläuft dazu ähnlich, allerdings erreicht
die Expansion zu späteren Zeiten die höchste Geschwindigkeit. Der Anstieg zu
kleinen Zeiten verläuft flacher. Bis 200 ps kehrt sich die Reihenfolge bzgl. der
Temperatur nicht um.

Die Diffusionskonstante D∗ ≡
∑

ν Dν (1.53) hat einen zeitlichen Verlauf, der
zu großen Zeiten dem der Expansionsrate recht nahe kommt. Insbesondere kommt
es nicht, wie bei der kinetischen Energie, zu einer Umkehr der Temperaturfolge.
Wie in 3.5.2 bei resonanter Anregung deutlich wurde, ist also die Näherung einer
konstanten Relaxationszeit in (1.53) nicht gut. Eine bloße temperaturabhängi-
ge Vergrößerung der Streuraten um einen konstanten Faktor vermag das nicht
zu erklären. Bei großen Zeiten ist aber offensichtlich die Abweichung von der
thermischen Verteilung klein.

Die deutliche Abweichung des Verhaltens der drei für den Transport charak-
teristischen Größen bei kleinen Zeiten in den Abb. 3.20 und 3.22 zeigt eindeutig,
dass der Transport nicht diffusiv ist. Der Transport ist nicht durch eine zeitlich
veränderliche Diffusionskonstante D∗ = D∗(t) zu beschreiben, da die Maxima
der Expansionsrate, der kinetischen Energie und der Diffusionskonstante nicht
aufeinander fallen.
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Ballistischer Transport

Dominiert beim Transport die Streuung, so liegt laut der Definition in 1.6.1 Diffu-
sion vor. Die mittlere Geschwindigkeit ist dominiert vom Phononbad und an allen
Orten gleich. Im Gegensatz dazu werden sich im Grenzfall ballistischen Trans-
ports schnelle Teilchen von den langsamen trennen. Die mittlere Geschwindigkeit
muss mit der Entfernung vom Ursprung steigen.

Abbildung 3.23 zeigt örtlich und zeitlich aufgelöst die mittlere kinetische Ener-
gie des Ensembles inkohärenter Exzitonen. Bei einer Temperatur von 10 K ist die
für ballistischen Transport charakteristische Trennung von schnellen und langsa-
men Teilchen gegeben, bei 80 K ist für große Zeiten der Impuls homogen verteilt.

Mit den Gleichungen 1.43 und 1.53 wird sofort klar, weshalb beim Vergleich
der kinetischen Energie und der Expansionsrate in Abb. 1.43 und 3.22 immer ein
im Vergleich langsamerer Anstieg der Expansionsrate vorliegt.

Im Fall ballistischen Transports, d.h. ohne Streuung, ist die Breite quadratisch
in der Zeit (1.43), das heißt die Expansionsrate steigt zeitlich linear. Im Gegensatz
dazu ist im Fall von Diffusion, also im Grenzfall dominierender Streuung, die
Expansionsrate konstant.

Außer im Grenzfall sehr starker Streuung, der in 3.4 ausgeschlossen werden
konnte, muss daher zu kurzen Zeiten ein im Vergleich zur Entwicklung der Diffu-
sionskonstante langsamer Anstieg der Expansionsrate erfolgen, wie er im vorigen
Abschnitt in den Abbildungen 3.20 und 3.22 nachgewiesen wurde.

3.8 Vergleich der Messsignale

3.8.1 Verschiedenartigkeit der Signale

Im in dieser Arbeit verwendeten Modell ist die Ladungsträgerdynamik in der Ex-
zitonbasis (siehe 2.4) untersucht worden, so dass die Exzitonverteilungen n̄x(R, r)
und nx(R, r) die zentralen Größen darstellen, aus denen alle anderen Größen ab-
zuleiten sind. Insbesondere Elektron- und Lochdichten sind aus ihnen zu extra-
hieren (1.37).

In Abschnitt 3.2.2 sind Pump-Probe und Lumineszenzsignale als mögliche ex-
perimentelle Observablen eingeführt worden. Wie dort diskutiert wird, ist in guter
Näherung die Lumineszenz durch die inkohärente Besetzung des 1s-Zustands bei
verschwindendem Schwerpunktimpuls gegeben, das Pump-Probe Signal spiegelt
in erster Näherung die Summe aus Elektron- und Lochdichte wieder8.

Ein Vergleich von experimentellen Messungen erfordert ein gutes Verständ-
nis der unterschiedlichen Signale. Mit Hilfe des hier diskutierten Modells ist es
möglich zu verstehen, wann eine Vergleichbarkeit der unterschiedlichen Observa-
blen gegeben ist.

8Vgl. 3.2.2. Der Zusammenhang gilt nur unter bestimmten Bedingungen.
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Abbildung 3.25: Mögliche Mess-
signale. 10 K, 30 meV.
Inkohärente Exzitondichte bei
(1s, K ≤ ∆K) bzw. Lumineszenz (un-
ten), Ladungsträgerdichte C(R)+D(R)
bzw. Pump-Probe Signal (oben rechts).
Man beachte den kleinen Anteil schnel-
ler Elektronen (Pfeil). Zum Vergleich:
Die Exzitonverteilung n̄(R) (oben
links).
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Abbildung 3.26: Mögliche Mess-
signale. 10 K, resonante Anregung.
Lumineszenz, d.h. n̄x(R) mit
x = (1s, K ≤ ∆K) (unten) und
Gesamtverteilung (oben links) un-
terscheiden sich kaum. Durch den
kohärenten Anteil an der Ladungs-
trägerdichte C(R)+D(R) (oben rechts)
ergeben sich bei kurzen Zeiten hier
höhere Werte.

3.8.2 Lumineszenz- und Pump-Probe Signal

Anregung im Kontinuum

Die Geschwindigkeit der Expansion des Lumineszenzsignals ist in Abb. 3.24 zu-
sammen mit der Expansionsrate des gesamten Exzitonensembles dargestellt. So-
wohl für eine Anregung mit der Energie 20 meV ≈ E1s + ELO, als auch mit 30
meV wird ein qualitativer Unterschied im Verlauf der beiden Größen deutlich.

Ein direkter Vergleich von inkohärenter Exzitondichte

n̄(R) ≡
∫

dr

∫∑
x

n̄x(R, r) ,

inkohärenter Besetzung des Zustands (1s, K≤ ∆K) und der Summe von Elektron-
und Lochdichte zeigt in Abbildung 3.24 und 3.25 charakteristische Unterschiede.

Besonders auffällig ist, dass die, die Lumineszenz bestimmende, Besetzung
n̄1s,K≤∆K

(R) zu kleinen Zeiten langsamer expandiert als das Ensemble insge-
samt. Läge diffusiver Transport vor, befände sich das System an allen Orten im
Gleichgewicht, überall wäre der Anteil langsamer Exzitonen gleich hoch (siehe
3.7.2) und die Expansionsraten müssten identisch sein. Die folgende Erklärung
liegt auf der Hand: Exzitonen in Zuständen großer Schwerpunktimpulse bewegen
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sich schnell, tragen aber nicht zum Lumineszenzsignal bei. Erst wenn diese in
den Zustand (1s, K ≤ ∆K) relaxieren, tauchen sie in dessen Bilanz auf. Im Fall
einer Anregung bei 30 meV führt das ab 90 ps sogar dazu, dass die strahlend
rekombinierende Teilmenge schneller als die Gesamtheit expandiert, obwohl sie
durch verschwindenden Schwerpunktimpuls ausgezeichnet ist.

Die Exzitonen, die nicht zum Lumineszenzsignal beitragen, werden ,,unsicht-
bar” genannt [Sno]. Bei Experimenten in Quantenfilmen konnte eine auf ihrer
Existenz beruhende Muterbildung beobachtet werden [Bu1, Bu2]. In Abbildung
3.25 (n̄(R)) erkennt man sofort den Ausläufer schneller, unsichtbarer Exzitonen,
der im Diagramm des Lumineszenzsignals fehlt.

In der das Pump-Probe Signal bestimmenden Ladungsträgerdichte, die in der-
selben Abbildung gezeigt ist, erkennt man einen weiteren Ausläufer. Ein kleiner
Teil der Verteilung, durch einen Pfeil gekennzeichnet, trennt sich schon bei sehr
kurzen Zeiten von der Verteilung. Es handelt sich um schnelle Elektronen, die
sich von der Schwerpunktverteilung trennen. Abschnitt 3.3 behandelt diese Re-
lativbewegung ausführlich.

Ein Messergebnis wird dieser kleine Teil schneller Ladungsträger kaum beein-
flussen, da er sich schon nach kurzer Zeit von der Verteilung trennt.

Resonante Anregung

Für resonante Anregung (Abb. 3.26) ist kein Unterschied zwischen Gesamten-
semble und Lumineszenzsignal (1s, K≤ ∆K) zu erkennen, da in diesem Fall der
Transport in guter Näherung diffusiv ist (vgl. 3.5.2). Bei kurzen Zeiten ergibt sich
ein Unterschied zur Summe der Ladungsträgerdichten, da dort auch der kohären-
te Teil der Exzitonbesetzung y∗yx(R, r) beiträgt. Insgesamt verläuft die Dynamik
aller drei Größer vergleichbar.
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Zusammenfassung und Ausblick

Ergebnisse

Auf den Ergebnissen zur Dynamik von Relaxation und Exzitonbildung bei homo-
gener Anregung [Si1] aufbauend, konnte mit dem hier präsentierten Modell der
komplexe Zusammenhang von Transport und Relaxation der Exzitonverteilung
verstanden werden. Ein Vergleich mit experimentellen Arbeiten hat gezeigt, dass
gemessene Vorgänge richtig vorhergesagt werden.

Die Erweiterung des Modells auf den allgemeinen Fall inhomogener Anregung
wurde durch Einführung eines Relativabstands von Elektronen und Löchern und
Durchführung einer verallgemeinerten Wignertransformation möglich. Es zeigte
sich durch analytische und numerische Tests, dass bis auf wenige Ausnahmen die
getroffenen Annahmen gut erfüllt waren.

Bei der Untersuchung der Relaxationsdynamik wurde deutlich, dass die Wahl
der Paarbasis von entscheidender Bedeutung ist. In Modellen, die zwischen freien
Ladungsträgern und gebundenen Exzitonen unterscheiden, können die nahe der
Bandkante wichtigen Korrelationen und damit zusammenhängend die Zustands-
dichte nicht richtig berücksichtigt werden. Da sowohl gebundene als auch unge-
bundene Paarzustände konsistent eingehen, sind neben der Thermalisierung der
Impulsverteilung im Exziton-Grundzustand auch Dephasierung und energetische
Relaxation im Modell enthalten.

Es stellte sich als wichtig heraus, alle Streumechanismen in der Dynamik zu
berücksichtigen, da ihr Einfluss von gleicher Größenordnung ist. Es ergab sich ein
komplexes Wechselspiel aller Wechselwirkungen in der Relaxation.

Erst durch die Erweiterung des Modells auf inhomogene Anregung konnte der
wiederholt gemessene anomale Transport von Ladungsträgern in Kombination
mit energetischer Relaxation verstanden werden. Insbesondere der Vergleich von
kinetischer Schwerpunktenergie mit der Expansionsrate zeigte, dass der Transport
nicht diffusiv ist. Der Vergleich verschiedener Observablen konnte zeigen, dass es
signifikante Unterschiede zwischen den Messgrößen verschiedener experimenteller
Methoden gibt.
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Offene Fragen

Die Streuung ist im Grenzfall örtlich langsam veränderlicher Verteilungen un-
abhängig von Schwerpunkt- und Relativort. Nachdem erste Abschätzungen er-
geben haben, dass die Streuung von einer Kombination aus beiden Parametern
abhängt, stellt sich die Frage, wie die Dynamik einer engeren Verteilung durch
diese Abhängigkeit beeinflusst wird.

Das Lumineszenzsignal wird in guter Näherung durch die Besetzung inkohären-
ter Exzitonen mit verschwindenden Schwerpunktimpulsen im 1s-Zustand wieder-
gegeben und kann daher im vorliegenden Modell leicht berechnet werden.
Die Berechnung von Pump-Probe Signalen erfordert prinzipiell die Lösung der
Dynamik bis zur dritten Ordnung im elektrischen Feld, weshalb eine diesbezügli-
che Erweiterung des Modells wünschenswert ist.

Da in Experimenten typischerweise Quantenfilme untersucht werden, in denen
sich aufgrund verschiedener Dimensionalität die Ladungsträgerdynamik qualita-
tiv von der in Quantendrähten unterscheidet, erlaubt erst ein auf Quantenfilme
angepasstes Modell quantitative Vergleiche von theoretischen Vorhersagen und
experimentellen Messungen.
Eine Modifikation des hier präsentierten Modells sollte keine prinzipiellen Schwie-
rigkeiten bergen.



Anhang A

Parameter zur
Simulationssoftware

In die numerische Lösung des in dieser Arbeit beschriebenen Modells geht eine
Vielzahl von Parametern ein. Die Materialdaten wurden wie in [Si1] gewählt.
Diese und alle weiteren zur Bedienung der entworfenen Software wichtigen Para-
meter sind in diesem Abschnitt zitiert, wie sie zur Erzeugung der präsentierten
Ergebnisse gewählt wurden (folgende Seite).
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88 ANHANG A. PARAMETER ZUR SIMULATIONSSOFTWARE

Standardparameter

eps0 = 8.85419e-12 : epsilon0 SI
eps00 = 10.92 : epsilon unendlich SI
epsS = 12.9 : Hintergrund-epsilon SI
hquer = 1.05457e-34 : hquer SI

HBohrRadius = 5.29177e-11 : Bohrradius SI
D = 5.64e-09 : Durchmesser QD SI
m0 = 9.10939e-31 : Elektronenmasse SI

Ladung_e = 1.60218e-19 : Elektronenladung in C
kb = 1.38066e-23 : Boltzmannkonstante in J/K
T = ** : Temperatur in K

Gap = 1.519 : Gap in eV
me = 0.063 : Elektronenmasse in m0 Einheiten
mh = 0.377 : Lochmasse in m0 einheiten
vl = 5330 : longitudinale Schallgeschw. m/s
vt = 3343.6 : transversale Schallgeschw. m/s

dichte = 5370 : Dichte in kg/m^3
DeEV = 7 : Deformationspotential Elektronen in eV
DhEV = -3.5 : Deformationspotential Loecher in eV

hqOmegaLo = 0.0364 : Lo-Phonon Energie in eV
E14 = 0.16 : Piezoelektrischer Koeffizient[C/m^2]
Ala = 0.0857143 : Piezo-Anisotropie. Vgl [Si1]
Ata = 0.114286 : Piezo-Anisotropie. Vgl [Si1]

sigmaIR = 2e+07 : Streuung Interface-Roughness in eV/s
Mo = 4e-10 : Dipolelement in e*m

DateiSteuer = **** Datei mit Steuerbefehlen ****
kZahl = 300 : Anzahl Punkte Diskretisierung Eigenw.

max_kappa = 10 : k-Grenze DGL in [1/D]
IntEps = 1e-05 : Abschirmung in Integral Vc
Emax = 100 : maximale Energie in meV

IntegrationsGenauigkeit = 1e-5 : rel. Fehler Integrale
maxFvw = 60 : k-Grenze in [1/D] fuer Fvw

eps = 1e-11 : eps Null fuer Abfragen
DTLaser = 2e-13 : zeitliche Breite Laserpuls in s
DXLaser = 5e-07 : raemliche Breite Laserpuls in m

Zeitschritt = 0.5e-13 : Schrittweite in s
kZahlSP = 61 : Anzahl Punkte fuer Schwerpunkt k

xZahl = 201 : Anzahl der Diskretisierung des SPortes
maxXSP = 3000 : Breite der SPkt-Ortsdiskr. in [D]

xExzZahl = 501 : ExzitonWellenfunktionen Ortsdiskr.
maxTeilchenZahl = ***** Groesse Testensemble ******
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men M. Vollmer, Dissertation, Philipps-Universität Marburg 1999

[Vur] Band parameters for III-V compound semiconductors and their alloys I.
Vurgaftman, Appl. Phys. Rev.89, 11 (2001)

[Wag] Stochastic models and Monte Carlo algorithms for Boltzmann type equati-
ons W. Wagner, preprint 831 ISSN 0946-8633, WIAS-Berlin (2003)



94 LITERATURVERZEICHNIS
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